Zur Linearitat des Erwartungswertes
Geht es nicht etwas feiner?

Betrachtet man zwei verschiedene Zufallsfunktionen, bezogen auf dieselbe Definitions- (Ergebnis-) menc
Q [bzw auf die fortgesetzte Definitions- (Ereignis-) mer@)], so gilt bekanntlich nach Definition fur
den Erwartungswert und die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung:
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Was ist nun der Erwartungswert der SummenfunkXienY ? - Warum kann man nicht so einfach sagen,
dass gilt:
E(X+Y) = e + 1y ?

Ich hoffe, jedem fallt auf, dass man die obigen beiden Summen nicht so einfach zusammenfassen kann (t
Anwendung des Distributivgesetzes und ...), weil die Wahrscheinlichkeitsverteilungen i.a. nicht ,kompati-
bel* sind. - Was tun?

Bekanntlich gilt: Was der Mathematiker nicht hat, das holt er sich (aber bitte: verninftig - widerspruchs-
frei!).

Wir verfeinern die Wahrscheinlichkeitsverteilungen so, dass sie ,kompatibel“ sind und zwar in folgender
Weise:

m n
P = 2: Qj ; % = 2: %i
j=1 i=1

d.h. p gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsfunktion X den Funktionsywentxdie Zufalls-
funktion Y den Funktionswert y[bzw g; gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsfunktion Y den
Funktionswert yund die Zufallsfunktion X den Funktionswertpannimmt. - Damit gilt selbstverstandlich:
p; = ¢; und die (kompatiblen) Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestehen-@auginzelwahrscheinlich-
keiten.

i=1j=1 j=1i=1
n m

= ZZ (XI + y]) le = E(X+Y)
i=1j=1

Ob man in der letzten Zeile die Summationen vertauscht, oder;staf g schreibt ist eigentlich egal! -
Warum eigentlich? - Was ist die zugehérige Wahrscheinlichkeitsverteilung von X+Y ?
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Wir machen uns den Sachverhalt noch einmal an einem Beispiel klar!

EsseiQ:={1, 2, .... 20} ; das Zufallsexperiment kénnte das Ziehen einer Kugel aus einer Urne sein, die
mit den Zahlen von 1 bis 20 gekennzeichnet sind.

Die ZufallsfunktionX nimmt den Funktionswert,x 7 an, wenn die Nummer auf der Kugel ein Vielfaches
von7 ist, sie nimmt den Funktionswerf x 3 an, wenn die Nummer auf der Kugel ein Vielfaches3/am,
in allen anderen Féllen ist der FunktionswertA.

Die ZufallsfunktionY nimmt den Funktionswert ¥ 6 an, wenn die Nummer auf der Kugel ein Vielfaches
vonG6 ist, sie nimmt den Funktionswerty5 an, wenn die Nummer auf der Kugel ein Vielfachesvast,

sie nimmt den Funktionswert ¥ 13 an, wenn die Nummer auf der Kugel ein Vielfaches®rst, in allen
anderen Fallen ist der Funktionsweytyl.

Aufgaben:
a) Bestatige, dass gilt: E(X) =2,20 und E(Y)=3,15.
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Wahrscheinlichkeitsmald gekennzeichnet wird.

b) Esist p; = ;—z undg, = . Gibgp(bzw q) an und beschreibe, welches Ereignis durch dieses

c) Schreibe alle 12 Summanden von E(X+Y) auf und bestétige das Ergebnis der Summation (5,35).

Nun kommt eine ,tolle* Folgerung:

Hat man es mit einer_binomialverteilt@ufallsfunktion zu tun, d.h. mit einer Zufallsfunktion, die einer
Bernoullikette der Lange n jeweils die Anzahl der Treffer zuordnet, so kann man diese Zufallsfunktion
auffassen als Summe von n Indikatorfunktionemdlh X =1+ L+ 1,+ ...+,

Eine IndikatorfunktionJ,,schaut” bei einem n-Tupel nur (wie ein Fenster) auf die k-te Stelle und stellt fest:
Treffer oder Niete - 0 oder 1. Die anderen Stellen werden @infach ausgeblendet, oder anders ausge-
driickt: | reduziert die Bernoullikette auf das k-te Bernoulliexperiment.

Trivialerweise gilt: ED=p (fur jede der n Indikatorfunktionen)

und damit: E(XX)=m



