Flicheninhalt und Teilungsverhiltnis

oder ...: Eine Dreiecksfliche kommt selten allein!

Zeichne in dein Heft ein beliebiges Dreieck
und finde Punkte D, E, F auf den Dreiecks-
seiten CA, AB und BC so, dass gilt:
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Zeichne die Strecken AF, BD und CE ein.
Diese Strecken schneiden sich paarweise in
den Punkten G, H und I (siche Skizze).

1) Untersuche die Figur auf Besonderheiten. A i i
Bestimme dabei insbesondere die Fli- A E B
cheninhalte des Ausgangsdreiecks und
von Teilfiguren. - Vergleiche mit Ergeb-
nissen deiner Nachbarn. - Habt ihr gemeinsam schon etwas entdeckt ?

AABC: A, = AGHL: A,

2) Beweise: Die Flacheninhalte der Dreiecke AABC und AGHI stehen im Verhiltnis 7 : 1. - Verfahre im
Sinne von René Descartes so, dass du das Problem analytisch-algebraisch 16st.
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Sinnvollerweise legt man den Ursprung nach A und die Seite AB auf die x-Achse. Den Flacheninhalt des
Dreiecks AHIG bestimmt man durch das umbeschriebene Rechteck, vermindert um die 3 rechtwinkligen

Dreiecke.
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Losungsskizze:

Es gilt fiir AABC: A, =

Die Punktkoordinaten der Teilungspunkte sind:
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Uber die Geradengleichungen errechnen sich deren Schnittpunkte H, I, G zu:

%.YC) ; I(%'(Z.XB-'_XC) %°YC)
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Mit der Strategie: ,uUmbeschriebenes Rechteck® - ,,3 rechtwinklige Dreiecke
erhilt man relativ leicht fiir das kleine, innere Dreieck AHIG:
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oder ...: Eine Dreiecksfliche kommt selten allein!

Ubung (und fiir Interessierte):

Wihlt man auf den Dreiecksseiten ein anderes
Teilungsverhéltnis fiir die Teilungspunkte E, F
und D, so dndert sich natiirlich das Verhiltnis
der Fliacheninhalte der Dreiecke AABC und
AGHI zueinander.

Im nebenstehend skizzierten Fall gilt:
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3) Untersuche zunichst durch exemplarische
Konstruktion, welchen Anteil die Flache
des Dreiecks AGHI an der Flidche des Ausgangsdreiecks AABC nun einnimmt.

Bestitige: Die Flacheninhalte der Dreiecke AABC und AGHI stehen im Verhéltnis 13 : 4.

4) a) Istfiir die Untersuchung von Bedeutung, dass das Dreieck AABC spitzwinklig ist?

[S0)
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b) Was erwartet man fiir den Fall: = % A = % A g = % ?

Fiir eine Gruppe von Spezialisten:

5) Untersucht arbeitsteilig durch unterschiedliche Wahl von Teilungsverhéltnissen fiir die Teilungspunkte
E, F und D auf den Dreiecksseiten, wie sich das Verhiltnis der Flacheninhalte der Dreiecke AABC und
AGHI zueinander verdndert. - Kann man eine GesetzmiBigkeit entdecken?’

CD

! Allgemein gilt: Wenn — =
DA

1 , dann stehen die Flicheninhalte der Dreiecke AABC und
n

>
lll=

1 1
n EB n
AGHI im Verhiltnis [ n2 + (n+1) | : (n-1)2.
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Eine rein geometrische Losung zu 2):’

Begriinde die folgenden Aussagen:

— Das Dreieck AABF besitzt ein Drittel des
Flacheninhaltes des Dreiecks AABC.

— Die Dreiecke: ABCD und AAEC besitzen
ein Drittel des Flacheninhaltes des Drei-
ecks AABC.

Wir definieren den Flacheninhalt des Dreiecks
AAEH als eine Flacheneinheit.

Verldngert man die Strecke AF iiber F hinaus
und zieht dann eine Parallele zu EC
durch B, so schneidet diese Parallele die
Gerade g(A;F) in K.

Das Dreieck AABK besteht aus 9
Flacheneinheiten.

— Das Dreieck AHBK besteht aus 6
Flacheneinheiten.

— Das Dreieck AFBK besitzt ein Vier-
tel des Flacheninhaltes des Dreiecks
AFCH und damit die Hélfte des Fla-
cheninhaltes des Dreiecks AFHB.

— AFBK besteht aus 2 Flacheneinhei-
ten, AHBF aus 4 Fliacheneinheiten
und AFCH aus 8 Flidcheneinheiten.

— AEBC besteht aus 14 Flicheneinheiten und damit AABC aus 21 Flacheneinheiten, d.h. der Flachen-
inhalt des Dreiecks AAEH ist 2—11 des Flacheninhaltes des Ausgangsdreiecks AABC.

—  Die Flacheninhalte der Dreiecke ABFI und ACDG sind jeweils % des Flacheninhaltes des Ausgangs-
dreiecks AABC.

—  Der Fldcheninhalt des Dreiecks AHIG ist % des Flacheninhaltes des Ausgangsdreiecks AABC.

Nebenprodukt: Der Flicheninhalt der Vierecke LIEBFH, LIFCGI und [IDAHG ist jeweils % des Flachen-
inhaltes des Ausgangsdreiecks AABC.

2 Mit hilfreicher Unterstiitzung von Prof. Dr. Wolfgang Schulz
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Eine verallgemeinerte Losung zu 2):

DA n EB n FC n
dann stehen die Flacheninhalte der Drei-
ecke AABC und AGHI im Verhiltnis

[n2 + (n+1) ]: (n-1).

Es gilt:
D B
) Apapr = —7 " Aaasc
b = 1 .
) Apeo — " Aaanc
N S
Ancae = 7 " Aaasc

Wir definieren den Flacheninhalt des Dreiecks AAEH als eine Fliacheneinheit (1 FE).

Verldngert man die Strecke AF iiber F hinaus und zieht dann eine Parallele zu EC durch B, so schneidet
diese Parallele die Gerade g(A;F) in K.

) App - (n+1)* FE
d) Ay = [(n+1)*> = (n+1)] FE = n*(n+1) FE
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c = .

) Ajren = 070 Azppk
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Apppr = 17 Apppg

D Angpc = nrjl A
=n FE + (n?+n) * A,k

=n FE + (n?+n) - n FE
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g) Aparn = m " Apasc
h) Aprr = m " Apapc
Axcpg = m " Apasc
) A = | 1 - = " Apape
n+l (n+1)-(n2+n+1)
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