Rechtwinklige Dreiecke und Innenkreise
Drei an der Zahl, - das hatten wir doch schon mal.

Der nebenstehende Konstruktion ist dir
moglicherweise schon aus Klassenstufe 7
bekannt.! Die damals entdeckten Sach-
verhalte waren jedoch geometrisch nur
schwer zu begriinden und es fehlten zu
einem exakten Beweis Kenntnisse ma-
thematischer Verfahren. - Dies ist jetzt
jedoch anders.

Falls du dich an die damaligen Aussagen
tiber die drei rechtwinkligen Dreiecke mit
ihren drei Innenkreisen nicht mehr erin-
nerst, dann musst du diese Figur erneut
untersuchen. - Sind deine Nachbarn schon zu sinnvollen Aussagen gelangt? - Decken sich diese Aussagen
mit deinen Analysen?

\
A LD B

Behauptungen:

1) CW = UV
2) g(C;W) L g(U;V)

/
3) W ist Hohenschnittpunkt im Dreieck N <\
AUVC Y

Sicherlich konnten wir, wie in
Klasse 7, einen geometrischen Ay

Beweis versuchen, der nun z.B. C
auch Strahlensitze verwenden
konnte.

Wir wollen jedoch, zur Ubung,
die obigen Behauptungen kon-
kret rechnerisch bestétigen.

Zeichne dazu ein rechtwinkli- A\

ges Dreieck mit den Mallen a = |

8 cm und b = 6 cm, so wie ne- 5

benstehend, in ein kartesisches - 5 {>
Koordinatensystem.

Arbeitsblatt: ,,Kreis und Gerade*
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Aufgaben: A y

a)

b)

d)

g)

h)

Bestimme die Mal3e von c, C
h, p und q unter Verwen-
dung von Sitzen der Satz-
gruppe des Pythagoras.

Bestimme die GroBlen der N
Radien der drei Innenkreise
und bestitige damit die Be- Vs

hauptung 4).2 |

Bestimme die Koordinaten / & {>
der Punkte: B, L, C, U,V A LD B X
und W.

Tipp: CW ist Diagonale in einem
Quadrat; zur Bestimmung der x-Koordinate von W das Dreieck ACEW betrachten.

Bestitige die Behauptung 1).
Bestitige die Behauptung 2) durch Bestimmung von Steigungsgrofen zugehoriger Geraden.
Bestimme Geradengleichungen der Winkelhalbierenden w, und w; und zeige, dass diese Winkel-

halbierenden jeweils senkrecht zu einer Seite des Dreiecks AUVC verlaufen. Damit ist Behauptung 3)
bestitigt.

Bestitige, dass gilt: ré + r\z, = r\?v . Interpretiere dieses Ergebnis geometrisch.

Bestitige, dass gilt: a-r,, + b-r; = cry, . Interpretiere dieses Ergebnis geometrisch.

Einige Ergebnisse zum Vergleich:

B(10]0) ; c(%

2« pf210): v £
5 5 5

Erinnerung: In einem rechtwinkligen Dreieck gilt: a + b =c + 21, . Beweis?
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Nachtrag fiir Interessierte:

Die zuvor am konkreten Beispiel bestétigten Sachverhalte lassen sich natiirlich auch allgemein beweisen.
Der allgemeine Nachweis ist jedoch z.T. sehr mithsam. Im folgenden allgemeine Nachweise von Aufgaben,
z.T. iiber Aquivalenzumformungen unter mehrfacher Verwendung von Sitzen der Satzgruppe des Pythago-
ras.

Es gilt: Iy = % “(a+b-¢) ANry, = -+ (h+q-a) A r, = -+ (h+p-b) =

1 1
2 2

2
Ty

= (h+q-a)’ + (h+p-b)* = (a+b-c)’
o (h+q) - 2:a-(h+q) + (h+p)> - 2b=(h+p) = (a+b)> - 2-c-(a+b)
< (p+q)* + 2-h-c - 2-a-(h+q) - 2-b-(h+p) = c? + 2:ab - 2+a'c - 2'b'c
< h-c -a'(h+q) - b-(h+p) =ab -ac -bc
< h'c-ah-bh=ab-ap-bq
= p-q-(c-a-b) = eqg'b - yeqp - Vepeq

= yerp-q - yep-q? - yepq = ye2qp - yerqp? - Yepq?

Da die letzte Gleichung wahr ist, und nur Aquivalenzumformungen durchgefiihrt wurden, ist die erste
Gleichung fiir jedes rechtwinklige Dreieck AABC (y = 90°) richtig.
h) a'ry + by =cry
= a'(h+q-a) + b-(h+p-b) =c-(a+b-c¢)
< ah+aq+bh+bp-=ca+cb

< ah + bh =p-a+qb

< Veqpq +yeppa =yplac +yqipe
Da die letzte Gleichung wahr ist, und nur Aquivalenzumformungen durchgefiihrt wurden, ist die erste
Gleichung fiir jedes rechtwinklige Dreieck AABC (y = 90°) richtig.

b) ry+ty+ty = >:(h+p-b) + ~-(h+q-a) + ~-(a+b-c) = h

1

2

d), e) Die beiden schraffierten Dreiecke sind kon-
gruent nach Kongruenzsatz SWS.

(EW)? = (V2-1y) - (rg+ry)?
= 2-1\?v - ré - r\z, - 2011y

_2+2_2- . _ _ 2
=TIy Iy Iy'Iy = (I’V I'U)
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Aus der Kongruenz der Dreiecke ACEW und AUFV folgen die Behauptungen 1) und 2) allgemein, d.h.
insbesondere, dass CW auf einer Hohe im Dreieck AUVC liegt.

f) Die Verldngerung von UW trifft VC in einem
Punkt G. - Die Dreiecke AUVG und ACWG
sind (rechtwinklig) kongruent, womit UG Héhe
im Dreieck AUVC ist. Damit ist W Schnittpunkt
von 2 Hohen im Dreieck AUVC, womit auch
die dritte Hohe durch W verlaufen muss.
Nachweis der Kongruenz nach Kongruenzsatz
WSW:

- IWCG = <VUG, weil gilt:
JECG = <FUG = %-& und

JECW = <FUV
-  CW =0V
- <4GVU = 90° -

‘o + <FUV =90° - L.q + <ECW = <GWC

1
2

1
2

Verwendet man die Ahnlichkeit der Dreiecke AABC, ACAL und ABCL, so erscheinen einige Begriindungen
moglicherweise einfacher.

h a a‘b b b? a a’
_ = — = h :_; B = — = p :_, ﬂ = — = q = —
b C C b c C a C C
_ h+p-b b a+b-c _h+gq-a a a+b-c _atb-¢ ¢ a+b-c
r, = _ o D1y = _a., : ry = _C.
2 C 2 2 c 2 2 c 2

Die obige (geschickte) Darstellung der Radien der Innenkreise gestattet nun ein relativ leichtes Nachrechnen
vorheriger Behauptungen unter Verwendung, dass a*> + b* = ¢? gilt.




