Spielerei mit Dreiecksspiegelungen
und die Folgerungen - oder - was hat Napoleon mit Dreiecken zu tun?

1) Zeichne in dein Heft ein beliebiges
Dreieck (bitte nicht zu klein und
etwa in die Mitte einer Seite).

Spiegele danach das Dreieck 3-mal,
und zwar einmal an der Spiegelach-
se g(A,B), ein weiteres Mal an der
Spiegelachse g(B,C) und ein letztes
Mal an der Spiegelachse g(A,C).

Nenne die neu konstruierten Punkte
P, Q und R, und bezeichne die Win-
kel wie folgt:

¢ := <BPA
U := <CQB
0 := <ARC

Begriinde, dass gilt:

2) Konstruiere die drei Umkreise zu
den drei Dreiecken:

APBA
AQCB
ARAC

und bezeichne die Mittelpunkte der
drei Umkreise mit M, N und O.

Kennzeichne nun das Dreieck:
AMNO

und untersuche die Gesamtfigur auf
Besonderheiten.

Haben deine Nachbarn in ihrer Fi-
gur auch etwas entdeckt? - Ist ihre
Skizze mit deiner vergleichbar?
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Es sieht so aus, als schnitten sich alle 3 Kreise
in einem Punkt Z und auflerdem scheint das
Dreieck ANOM é&hnlich zum Dreieck AABC
zu sein!

Wir wollen zunédchst einmal voraussetzen, dass
Z der Schnittpunkt von 2 Kreisen ist, ndmlich:

{Z} := k(M;r) N k(N;1)

3) Verbinde in deiner Skizze Z mit den Eck-
punkten des Ausgangsdreiecks AABC und
begriinde die folgenden Schritte:

a) <AZB = 180° - @

b) <BZC = 180° - D

¢) <CZA = 360°-180°+¢-180° +D
- 9+D
= 180° -

d) Aus dem letzten Ergebnis folgt nun, dass Z auch auf dem Kreis k(O ; r ) liegen muss.
e) (AZLOM) AN(BZL.MN)AN(CZLON)
f) <NMO =

<ONM =
<MON =

<l S

o |

g) AABC =ANOM

4) Zeichne eine neues, beliebiges Drei-
eck. Flige nun an jeder Dreiecks-
seite ein weiteres Dreieck an mit der
Vorschrift, dass die Winkelsumme
der Winkel in den neu hinzu ge-
kommenen Punkten 180° ergibt.

Beweise erncut:
Die 3 Umkreise der 3 neuen (nun

nicht mehr gespiegelten) Dreiecke,
schneiden sich in einem Punkt.
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Man sollte es nicht fiir moglich halten,
dass sich Napoleon I auch mit Geometrie
beschiéftigt hat.

Eine ihm zugeschriebene Konstruktion
fiigt an die Seiten eines Dreiecks gleich-
seitige Dreiecke an.

Das Dreieck, gebildet aus den 3 Mittel-
punkten der Umkreise der angefiigten 3
gleichseitigen Dreiecke heifit deshalb
duferes Napoleon-Dreieck, wenn man
die gleichseitigen Dreiecke nach auflen
legt.

5) Beweise:

Das duBlere Napoleon-Dreieck

ist gleichseitig.
6) Zeige, dass fiir die Radien der 3 Umkreise gilt: BN = -~ ; CO = > ; AM = - .
V3 V3 V3
7) Bestitige: a2 - b2 at 2 o
(ON) =+ L~ Zbaccos(y+60°)
(O_M)2 = bTZ + %2 - %-b'c-cos(a+60°)
(MN)? = CTZ T %-c~a-cos([3+60°)

und berechne den Fldcheninhalt des dufleren Napoleon Dreiecks.

Fiigt man die gleichseitigen Dreiecke innen an
den Seiten des Dreiecks AABC an und kon-
struiert wieder das Dreieck, gebildet aus den
Mittelpunkten der Umkreise, so heift dieses
Dreieck nun inneres Napoleon-Dreieck.

8) Begriinde, dass die Punkte M, O, N des
Napoleon-Dreiecks nun sinnvollerweise
anders orientiert sind und dass nunmehr

gilt:

(O_N)2 = b?z + a; - %’b-a'cos(y—60°)
(O_M)2 = %2 + %2 - %-b-c-cos(a—60°)
Tra\2 L c? a? 2 o
(MN) =TT g'c'a-cos(B—60 )

(Das ist schon ganz schon kniffelig; denke an
Spiegelungen! - Wer dass schafft ... Bravo !)
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Eigentlich legt die sehr dhnliche Struktur der Ausdriicke fiir die Seitenldngen des du3eren und des inneren
Napoleon-Dreiecks die Differenz nahe und dabei ergibt sich der folgende Ausdruck (z.B. fiir ON):

%-b-a- [ cos(y-60°) - cos(y+60°) |
= 2.b-a-sin(y)-sin(60°)

2 .
— b .
_ﬁ a-sin(y)

Moment einmal, der Ausdruck: a-b-sin(y) erinnertdoch ..... ?!

9) Bestitige, dass der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks das ?- fache des Quadrats einer
Seitenlénge (hier z.B. ON) ist.

10) Begriinde und bestdtige am Beispiel, dass gilt: Der Flacheninhalt eines Dreieckes ist die Differenz der
Flacheninhalte des dueren und inneren Napoleon-Dreiecks.

Nachtrag:

Verbindet man die Punkte P, Q und R
der nach aullen angefiigten gleichseitigen
Dreiecke jeweils mit den gegentiber lie-
genden Dreieckspunkten des Ausgangs-
dreiecks, d.h. man zeichnet die Strecken
PC, QA und RB, so verlaufen diese 3
Strecken auch durch den Punkt Z.

Z wird auch oft, dieser Eigenschaft we-
gen, mit F bezeichnet und heif3t dann 1.
Fermat-Punkt oder Torricelli-Punkt.
Betrachtet man nun fiir einen beliebigen
Punkt S innerhalb des Dreiecks AABC
die Abstandssumme zu den Eckpunkten,
also SA +SB +SC, so hat Evangelista
Torricelli als erster bewiesen, dass fiir
diesen Punkt F die Abstandssumme mi-
nimal ist (unter der Voraussetzung, dass
alle Winkel des Dreiecks AABC kleiner
als 120° sind).

Eine ganz wesentliche Eigenschaft von Z ist hier, dass gilt: <AZB = <{BZC = <{CZA = 120°.

Stellt man sich ndmlich das Dreieck AAZC gedreht vor um das Zentrum A mit einem Drehwinkel 6 der
GroBe 60° (siehe Skizze auf der ndchsten Seite), so gilt: C' =R, A’ = A und Z' € RB (Begriindung?).

Die Abstandsumme ZA +ZB +ZC entspricht damit 77'+7ZB +RZ’ (Begriindung?) und dies ist sicher RB..
Weil die kiirzeste Verbindung zwischen R und B die Strecke ist, ist ZA +ZB +ZC minimal.
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Dreht man ein Dreieck AASC mit S # Z
wie zuvor, dann liegen die Strecken SS’,
SB und RS’ nicht auf einer Geraden.

Den 2. Fermat-Punkt erhidlt man, wenn man die
gleichseitigen Dreiecke wieder nach innen anfiigt
und die 3 Geraden g(P,C), g(Q,A) und g(R,B) kon-
struiert, die wiederum durch einen Punkt verlaufen.

Pierre de Fermat
* 17.08. 1601 in Beaumont-de-Lomagne
T 12. 01. 1665 in Castres, (Frankreich)

Evangelista Torricelli
* 15. 10. 1608 in Faenza
T 25. 10. 1647 in Florenz, (Italien)

Quellen: Coxeter/Greitzer: Zeitlose Geometrie; Verlag: Klett 1983
http://did.mat.uni-bayreuth.de/geonet/beispiele/minimum/index.html




