Pyramidenvolumen
Was haben Treppenkdrper mit Intervallschachtelung zu tun?

Gegeben ist eine Pyramide mit der Grundkante a = 5 und der H6he h = 8.

Die Hohe h ist 4quidistant in 4 Teile
eingeteilt und der Pyramide sind 3
Quader einbeschrieben.

1) Berechne die Volumina der 3 IS FEUEE = e

Quader und gib einen Néhe-
rungswert fiir die Untersumme

U, an.
2) Das Computerprogramm hat a= =
begonnen, in die Graphik O, h= &

einzuzeichnen.

Vervollistandige die Graphik
durch Einzeichnen der fehlen-
den Quader. - Was ist gra-
phisch der Unterschied zwi-
schen U, und O,? - Berechne
das Volumen des eingezeich-
neten, untersten Quaders von
O, und gib einen Né&herungs-
wert fiir O, an.

My
=
o
=0 =m0

Miherungswert : HEherunasweart:

V= 43,75 M= 54.6875

3) Das Computerprogramm hat links die Untersumme U, und rechts die Untersumme U, dargestellt. - Kennzeichne
im linken Diagramm geeignet die Verbesserung der Approximation beim Ubergang von U, zu Us.
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Hiherundswert:

W= 84.2293 Y

My
[ Lo R
! S
ded ]

Schreibe rechts, neben die Quader, die zugehdrigen Volumenmalizahlen. Bestatige den angegebenen Naherungs-
wert. - Wie groB ist Ug?

Schreibe rechts, neben die Quader, die zugehdrigen Volumenmalizahlen. Bestatige den angegebenen Naherungs-
wert. - Wie groB ist Og?

Hiherunadswert:

W= S4.687T%

a= 5
h= &8
cgx» 7
D> 7

]l S
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Bei Verdoppelung der Quaderanzahl (wir wollen uns darauf beschrénken) ist leicht einsehbar, dass gilt:

M AU <U,; @ A 0,20,; (3 0,-U, =a?

neN” neN”

S|

wobei O, - U, die Volumenmal3zahl des untersten Quaders darstellt (und trivialerweise gilt auch: /\ O, =>U,).
neN™

Da nun O, - U, =: |, mit wachsendem n beliebig klein gemacht werden kann (maximaler Fehler bei der ndherungs-

weisen Bestimmung des Pyramidenvolumens), liegt eine Intervallschachtelung vor, deren innere Zahl die Mal3zahl des

Volumens der Pyramide ist.

Puramidenniheruny; a= % ; h= 8
| N | Untersumme | Obetrsumme |

1 H . BEEREEA 288 . BEEEEEA

2 25 . BObEEE 125 BEREEAE

<l 3T.B3TAIT 183, TEITES

4 4.3, TSHEEE 93, TSHEEE

i3 42, Bo0EEE 28. B00EEE

= SH, 925926 g4, 259259

T S3.86l1224 81.632653

= 4. 62TEHA T9.623T=HA

9 S5 IETHTE TH. 159388

1A 5T HEREEA TT. HEREREA

11 ST.25124A8 TE. B33E52

12 SE.SEd81 % TSa23ldal

13 59.1T1598 T4, 556213

14 59,693873 T3. 979592

1% &0, 145143 Ta.d4281481

16 6H, 4687 T3. 84587

1T EH, 399554 T eod e

is &1, 213992 T2.325183

Druck —# {D>; Abbruch —* {ESCH
Verallgemeinerung (Aufgaben):

n-1 | 2 h n | 2 h
6) Schreibe die Summen: —a| - — und > | —al - =
i-1 n n i-1 n n

flr konkretes n = 4, 6 und 8 mit ihren einzelnen Summanden auf. Setze fiir a =5 und h = 8 und bestatige durch
Vergleich mit den friiheren Berechnungen, dass die linke Summe die Untersumme beschreibt, die rechte Summe
die Obersumme.

7)  Zeige durch algebraische Umformungen dass gilt:

n-1 . 2 2. n-1 n . 2 2. n
Un:Z(l.a).%:agh.ZiZ On:Z(l.a).%:ash.zliz

n i=1 i=1 n i

8) Informiere dich in deinen alten Heften (noch vorhanden?), geeigneter Literatur 0.4. Gber die Summenformel flr
die Quadratzahlen. - Bestatige dass gilt:

aZ-h “i 2 _a’h (n-1)-n-(2:n-1) aZ-h Z“: 2 _a%h n(n+1)-(2:n+1)
3

n i-1 n3 6 nd® i1 n3 6

Vertausche im Nenner 6 mit n® und begriinde, dass dann der rechte Bruch sich mit wachsendem n immer mehr
der 2 néhert!
Gib eine Formel fiir das Volumen einer quadratischen Pyramide an!
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Eine historische Anmerkung (auf den Spuren von Euklid von

Alexandria):

In den Elementen (Bilichern) des Euklid findet man einen ande-
ren gedanklichen Ansatz zur Bestimmung des VVolumens einer
Pyramide.

Die Punkte E, F, G, H, I und K seien die Mittelpunkte der 6
Seitenkanten einer dreieckigen Pyramide mit der Grundflache G
und der Hohe h.

Schneidet man von der Pyramide die beiden schraffierten Pyra-
miden ab, die zur Ausgangspyramide &hnlich sind, so bleibt ein
Restkérper ubrig, der aus 2 dreieckigen Prismen besteht.

Fur das Volumen des ersten Prismas gilt sicherlich:

1
V1 :ZG

N |-
>

Beide Prismen miissen jedoch das gleiche VVolumen besitzen, da man sich die Pyramide auch gedreht vorstellen kann,
womit beide Prismen zusammen das Volumen: V,, = %-G-h besitzen.

Das Volumen der Pyramide ist damit: V, = %-G-h + 2-Vp,, wobei Vp, das Volumen der 2 kleinen Pyramiden
beschreibt.

Fur das Volumen einer kleinen Pyramide gilt jedoch:  V,, = %-VP (Ahnlichkeit oder zentrische Streckung)

woraus sich mit der obigen Gleichung ergibt: | V, = =-G-h

+

3
v :TV: o

1 ‘G-h = V,=21Gh
4 3

ENGITSY
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Eine Alternative (oder: Die spinnen, die Mathematiker):

Nach der Erkenntnis, dass V, = =-G-h + 2-V,, gilt, kann man natiurlich V;, entsprechend dem vorherigen

1
4
Vorgehen zerlegen, womit sich ergibt: V, = i-G-h + %(%Gh + 2-Vpk).

Multipliziert man den Ausdruck: S, := = + (%)2 + (%)3 o (%)” mit = und subtrahiert die 2 Zeilen
voneinander so erhdlt man: ~ 2.S =1 - (i)r”l - § =1 (1 - (1)" )

4 4 4 3 4
Far immer groReres n erhédlt man fir die Klammer damit im Grenzibergang: % !

Warum so kompliziert, wenn es auch einfacher geht? - Weil man bei manchen Verfahren Strategien lernen kann, die vielleicht noch einmal niitzlich sein werden!




