Teilungsverhaltnis und Flicheninhalt
oder ...: Mit vektoriellen Methoden ist Vieles einfacher !

Moglicherweise ist dir die folgende Aufgabe
schon aus Klassenstufe 9 bekannt, doch sie soll
nun mit Methoden der Analytischen Geometrie
geldst werden.

Zeichne in dein Heft ein beliebiges Dreieck
und finde Punkte D, E, F auf den Dreiecks-
seiten CA, AB und BC so, dass gilt:
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Zeichne die Strecken AF, BD und CE ein.
Diese Strecken schneiden sich paarweise in
den Punkten G, H und I (siche Skizze). E B

Vielleicht erinnerst du dich: Die Fldcheninhalte der Dreiecke AABC und AGHI stehen im Verhéltnis 7 : 1,
was im folgenden noch einmal bewiesen werden soll.

Aufgaben:

1. Bestimme die Teilungsverhéltnisse, mit denen der Punkt H die Strecken EC und AF teilt.

2. Begriinde, dass der Punkt I die Strecken FA und BD, sowie der Punkt G die Strecken DB und CE im
gleichen Verhiltnis teilt wie H die Strecken EC und AF.

3. Begriinde, dass fiir den Flacheninhalt des
Dreiecks AAEH gilt:

Grundseite: E = %-AB

Hohe: 2.L.h =L
73 7

Flacheninhalt; AAEH = 2—11 - AABC

4. Begriinde, dass fiir den Fldcheninhalt des
Dreiecks AABF gilt:

Flacheninhalt: AABF = %

5. Betrachte das Dreieck AABC aus Sicht
einer anderen Grundseite und formuliere
dquivalente Aussagen zu den Aufgaben 3 und 4. - Schliele aus diesen Ergebnissen und Aufgabe 4 auf
die Behauptung.
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Losungsskizze:

Wir definieren den Punkt A als Ursprung eines 2-dimen-
sionalen affinen Raumes und im zugehorigen Vektorraum
die Verschiebungen:

—_ —_

a:=AB ; b := AC

Es gilt:
0 = %-5 + x-E_C\ + y-F_A\
6:1-a+x(-_'-a+5)+y(_za-16)
3 3 3 3
0 =(L - 1.y - 2.y).3 _ 1, b
0—(; X 3y)a+(x 3y)b
LR
Aus der Linearen Unabhingigkeit von { ia;b } folgt zwangslaufig: | ,
x - —y =0
3

woraus sich leicht ergibt:  x = = A y =

<3| w

1
7

Der Punkt H teilt also die Strecke EC im Verhéltnis 1 : 6 und teilt die Strecke AF im Verhiltnis 3 : 4.!

Damit gilt fiir den Flécheninhalt des Dreiecks AAEH:

Grundseite: E = %'AB
Hohe: 3.0h = Lip
73 7

Flicheninhalt: AAEH = 2—11 - AABC

Mit dquivalenter Argumentation (wenn man das Ausgangs-
dreieck gezogen auf eine andere Grundseite betrachtet)
gilt:

ABFI = % - AABC und ACDG = 2—11 - AABC .

Subtrahiert man nun vom Flacheninhalt des Dreiecks AABC die Fldcheninhalte der Dreiecke AABF, ABCD
und ACAE, so bleibt offensichtlich kein Flichenmal iibrig.

Der Fliacheninhalt des Dreiecks AHIG ist demnach gleich dem Fliacheninhalt der 3 Dreiecke AAEH, ABFI
und ACDG, die man bei der vorherigen Subtraktion doppelt abgezogen hat. Damit gilt:

AHIG = % - AABC = % - AABC

! Folgerung nach dquivalenter Argumentation mit anderer Grundseite: AH : HI : IF=BI: IG: GD=CG:GH: HE=3:3:1
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Hausaufgabe (Ubung):

Wihlt man auf den Dreiecksseiten ein anderes
Teilungsverhéltnis fiir die Teilungspunkte E, F
und D, so dndert sich natiirlich das Verhiltnis
der Fliacheninhalte der Dreiecke AABC und
AGHI zueinander.

Im nebenstehend skizzierten Fall gilt:

1 A AE _
DA 3 EB

1
3

6. Beweise: Die Flacheninhalte der Dreiecke
AABC und AGHI stehen im Verhéltnis
13 : 4. - Ist fiir die Untersuchung von Bedeutung, dass das Dreieck AABC spitzwinklig ist?

Was erwartet man fiir den Fall: C—_D -1 A g -1 A 2 -1 ?
DA |1 EB |1 FC 1
Verallgemeinerung 1:
7.  Es gelte: C:D:l A ﬁ:l A E:l
DA n EB n FC n

Bestitige: Die Flacheninhalte der Dreiecke AABC und AGHI stehen im Verhiltnis

[n2+n+1]:(n-1)

Verallgemeinerung 2:

8. Es gelte: —_—
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Untersuche, in welchem Verhiltnis die Flacheninhalte der Dreiecke AABC und AGHI stehen.




