Zu den Kegelschnitten

Zum Skizzenverstindnis:

In der nebenstehenden Figur' sicht man die den Kegel schneidende Ebene in
Projektionsdarstellung als Gerade durch die Punkte P und F.

Mit eingezeichnet ist die obere Dandelinsche Kugel, welche die Schnittebene im
Punkt F beriihrt und mit dem Kegel einen Beriihrkreis k gemeinsam hat, der
in der Projektionsdarstellung als Strecke auftaucht. Die Schnittkreisebene von
k schneidet die Schnittebene der Kegelschnittsfigur in einer Geraden 1, die in
der Projektion wie ein Punkt erscheint.

Zur Definition der Kegelschnitte:
B=90° : Kreis

a<p : Ellipse (2 Dandelinsche Kugeln; nur eine links dargestellt)
a=p : Parabel (1 Dandelinsche Kugel)
a>pB : Hyperbel (2 Dandelinsche Kugeln; Doppelkegel)

Zur numerischen Exzentrizitit € :

Legt man von einem beliebigen Kegelschnittspunkt P Tangenten an die Dan-
delinsche Kugel, so sind die Entfernungen von P zu den Beriihrpunkten stets
gleich groB. Insbesondere gilt: PF = PQ, wobei F der Beriihrpunkt der Kugel
mit der Schnittebene istund Q der Punkt der zu P gehdrenden Mantellinie des
Kegels, der auf dem Beriihrkreis k liegt.?

Der Abstand h der Schnittkreisebene zur hierzu parallelen Ebene durch P 148t sich nun auf 2 Arten trigonometrisch berechnen: 8; E B %COS(?)) !
= “cos(a
Mit PF = PQ folgt: Pl-cos(B) = PF-cos(a) < P—_F _ cos(B) =g
Pl cos(a)
Es gilt demgemail: Fiir einen Kreis ist € = 0, fiir eine Ellipse € < 1, fiir eine Parabel ¢ = 1, fiir eine Hyperbel &>1!

Eigentlich eine graphische Vermischung von Projektionsdarstellung und perspektivischer Skizze (der ‘Grundkreis’ des Kegels miifite eigentlich auch als Strecke dargestellt werden); doch

mit dieser kleinen Ungenauigkeit kann man sich, glaube ich, den Sachverhalt besser raumlich vorstellen!

Argumentiert man hier fiir die Ellipse genauso mit der unteren Dandelinschen Kugel, ndmlich dass der Abstand des Punktes P zum unteren Beriithrpunkt F, genauso grofl wie der Abstand

zum Punkt Q, der Mantellinie ist, der auf dem unteren Beriihrkreis k, liegt, so folgt daraus, weil der Abstand der Beriihrkreise konstant ist, dass fiir jeden Ellipsenpunkt die Summe der
Abstidnde zu den Beriihrpunkten (F und F,) der Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene konstant ist.
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Zum SKkizzenverstindnis:

A OF __
y In der nebenstehenden Figur gilt: g = OL = d
OL €
\ P Die Gleichung der Leitlinie 1 lautet also:
q Zur Scheitelpunktsgleichung der Kegelschnitte:
L O\ F M X PF_ J(x-d) -y’ fx—df + 2 a
Es gilt: — = Y - = J(x-d)?* +y? = 8‘(X + —)
PI (X s E) ¢
(X—d)2 + Y2 = g2 [x + E)2
- x2-2dx+d? + y? = g-x% + 2edx +d?
1 y2 = 2d-(e+1)x - (1-8)-x>
Mit p:=d-(e+ 1)ergibtsich:  y*=2px-(1-¢)-x*.

p gibt die y-Koordinate fiir die x-Koordinate: x = d, das heif3t in ‘Brennpunkt-
hohe’ an (Nachrechnen!). Insbesondere bedeutet dies, dass in ‘Brennpunkthdhe’ die Breite des Kegelschnittes 2-p betrdgt. - Fiir die Parabel gilt speziell:

e=1=4d = % , also ist der Abstand des Brennpunktes zur Leitlinie gerade p.

Zur Mittelpunktsgleichung von Ellipse und Hyperbel:
Ellipse und Hyperbel besitzen zwei Scheitel (y-Koordinate: 0), ndmlich x;, =0 und x, = 2P Damit die Koordinaten des Mittelpunktes statt M( P 0)

1-¢ 1-¢2

nun M( 0 | 0) werden, ist eine Verschiebung des Kegelschnitts in Scheitelpunktsform um -2 > (=: - a) in x-Richtung durchzufiihren. Fiir die kleine

1-¢

Halbachse b ergibt sich aus der Rechnung: b = —2— . (Nachrechnen!)

1-¢?

Aufgabe: Berechne die x-Koordinaten der Brennpunkte (x;, =: -€ ; Xy, =: €; €: lineare Exzentrizitit) und bestitige, dass gilt: a> = e* + b*.
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Losungen der Aufgaben zur Mittelpunktsgleichung der Kegelschnitte ( £ # 1):

1) Scheitelpunktsgleichung: y'=2px-(1-€)-x Es ist eine Verschiebung in x-Richtung um ~ 12 durchzufiihren !°
2 2.4 2 p’
2 yo o+ (1-¢)x° =
y? = 2opf xe R - (1-ed) x+ D L-¢’
1-¢? 1 -¢ 22 ,
i (1-2)x* | y> _,
= y2 = 2:p-| x+-2 - (1-¢4)| x?+2x- P, P = p’ p’ |
1-¢? 1-¢ (1—32)2 1-¢2 1-¢2
2 2p? 2y .42 p’ X’ y’? -
y© =2'p'x + - (1-¢)x° - 2'p'x - > =1
1-g? 1-¢? p P )?
1-¢2 1-¢2

2) Die (negative) x-Koordinate des Brennpunktes eines Kegelschnittes ist nun: -—— + d = -—P— + Ll = ”'(1778)271’ = —g- L
l-¢ 1-¢ e+ l-¢

Esgilt: b% +e2 = P2 . gp’ _p-(-¢), &p° _ _p =a?!
1-g2  (1-¢2) (1-¢2) (1-&2f (1-&)

Im nachfolgend letzten Umformungsschritt wird eigentlich vorausgesetzt: €< 1, d.h. der Fall der Ellipse oder des Kreises! - Bitte (als gute Ubung) selber noch einmal die Veriinderung der
Umformungsschritte und der Endgleichung fiir den Fall der Hyperbel mit € > 1 anschen.
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Zur Polargleichung der Kegelschnitte (in Polarkoordinaten):

L
Es gilt: Pl ¢
to-9.4 - 1T0-=2
€ €
> rcos(p) + £ =1
]F X e €
r. r-cos(q) = P
€ €
b
4 r = €
1 cos(@)
€
r o= P
1 - g-cos(¢g)




Zu den Kegelschnitten

Zwei Ellipsenkonstruktionen:

Die Gértnerkonstruktion Die Zweikreiskonstruktion
/I
n/r )
o
[y /17
7’;‘3" —L 1
R vidordQy
0 T A
= L =R
k=" I I
Es gilt: P_F1 + P_F2 =2-a Esgilt: x = a-cos(¢@); y = b-sin(@)
Nachrechnen! Die Ellipse als affines Bild des Kreises;

bestimme aus der Kreisgleichung die zugehorige Ellipsengleichung.
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Punktweise Konstruktion von Ellipse und
Hyperbel in Scheitelpunktsform.

Es gilt: (81 = %) A (82 = %)

Fertige eine eigene Konstruktion auf Milli-
meterpapier an.

Ab welcher Grofie ist die Abstandsbedin-
gung zur Leitlinie I, und zum Brennpunkt F
unerfillbar?




