Rotationsvolumina
Auf den Spuren von Pappus und Guldin

y Gegeben sei ein Kreis mit Radius r, dessen Mit-
telpunkt um a aus dem Ursprung eines kartesi-
schen Koordinatensystems in Richtung der Or-
dinate verschoben sei.

Die Kreisfliche rotiere nun um die Abszisse,

wodurch ein Torus beschrieben wird. M

1) Bestitige, dass die Bestimmung des Rota- M
< tionsvolumens V, auf die Berechnung des

folgenden Integrals fiihrt:

> V, =8ma- f \/rz—xz-dx

X
0

Bestitige durch (geeignete) Integration mit Substitution, dass der Wert dieses bestimmten Integrals
betragt:
V,=2ma-nr

Ein erstaunliches Ergebnis! - Es sieht so aus, als sei das Rota-
tionsvolumen das Produkt des Inhaltes der Kreisfliche und der
Léange des Weges, den der Mittelpunkt bei der Rotation zuriick-
legt (Kreisumfang).

So dhnlich hat es der Schweizer Mathematiker Paul Guldin,
geboren am 12.Juni 1577 in St. Gallen (Schweiz), gestorben am | =
3.November 1643 in Graz (Osterreich), formuliert.

Paul Guldin verfasste ein Werk in vier Biichern “Centrobaryca”,
in dem die “Guldinschen Regeln” bewiesen werden; jedoch
finden sich diese Regeln schon im VII. Buch der Zvvaywyn des
Pappus von Alexandria (~290 - ~350).

Wir wollen den Sachverhalt noch etwas genauer untersuchen:
Was ist denn im allgemeinen Fall der Mittelpunkt einer Flache?

2) Beider nebenstehenden Figur entsteht bei Rotation yo
der Dreiecksfliche um die x-Achse ein Doppelke- T C
gel, dessen Volumen wir mit unseren Mittelstufen- -+
kenntnissen leicht bestimmen kdnnen. Da der Ab- +
stand eines Flichenelementes zur Rotationsachse il
sicher entscheidenden EinfluB auf das durch das
Element beschriebene (Teil-)Volumen hat, so bie- %
tet sich als “Mittelpunkt” des Dreieckes wohl zu
aller erst der Schnittpunkt S der Seitenhalbierenden
des Dreieckes an, dessen Abstdnde zur Ecke bzw A A N 0 (L B /ﬁ )%
zur Seite sich bekanntlich wie 2 : 1 verhalten.
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Trage in die Skizze die Punktkoordinaten der Eckpunkte des Dreiecks, sowie der Seitenmittelpunkte
ein. Bestimme die Koordinaten von S und bestitige, dass gilt:'

V= cm6ll = 13201
A, = 11-6-% =332y, =4

2. Guldinsche Regel:

“Das Volumen V eines Rotationskorpers bei Rotation einer ebenen Fldche um eine Rotationsachse ist gleich
dem Produkt des Flacheninhaltes A und der Lange des Weges, den der “Schwerpunkt” S( x; | y,) bei der
Rotation zuriicklegt (Kreisumfang).”

Entsprechend der obigen Beziehung gilt damit auch z.B.:

Wir wollen nun versuchen, die obige Beziehung zu beweisen. Bei dem Begriff des Schwerpunktes sollten
wir uns etwas an den Physikunterricht der Mechanik starrer Korper und den Begriff der Drehmomente
erinnern. Bekanntlich gilt z. B. beim Hebel, dass das Verhiltnis der Hebelarme umgekehrt wie das Verhilt-
nis der angehingten Massen ist, d.h. (wenn z die lineare Koordinate des Schwerpunktes ist):

X,-Z m,
= — e X;'m +Xx,)m, =z (m1 +m2)
z-X, m

1

Man kann sich also die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt denken, was, bezogen auf den Hebelarm z
(von einer Achse oder Ebene), die gleiche Wirkung hat wie die Summe der Wirkungen der einzelnen
Massen mit ihren einzelnen Hebelarmen.

Die Schwerpunktsbedingung fiir n Massen (Summe aller Drehmomente ist Null) lautet entsprechend:

n n
z: Z m; = Z X my
-1 i-1

Bemerkung: Im kontinuierlichen Fall steht auf der rechten Seite der Gleichung natiirlich ein Integral, doch fiir unsere Uberlegun-
gen soll es geniigen, mit diskreten Summen zu arbeiten.

Nur Maf3zahlen, unter Verzicht auf Einheiten.
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Wir wollen uns vorstellen, die Fliache A sei in
n Flachenstreifen Af, der Breite Ax; unterteilt, y TA
wobei die Flachenstreifen senkrecht zur Rota- T
tionsachse (x-Achse) verlaufen sollen.”

Lt Lt I, +r
Damit gilt:  z- Y, Af, = Y Af;- 12 2 1
i-1 i-1

wobei 1, und r, den minimalen und maximalen +
Abstand des Flachenstreifens zur Rotations-
achse darstellt.

n n T, +1 i
z2 ) Af =) Af——=
i-1 i1 2 1+
=3 Axofrop ) 2N 0
= 12:1: AXi (I'2 rl) 5 1 X
=L Xn: AX.* (rz—r2>
2 — i 2 1
Fiir das Volumen des Rotationskorpers gilt aber auch:
- 2 2 =~ (2 2
V = Z (n-r2 ‘AX, - 7wt -Axi) =7 Z (rz -1 ) " AX;
i=1 i=1

Aus der Kombination der beiden Beziehungen ergibt sich (unter gedanklicher Einbeziehung einer immer
feineren Unterteilung):

228 =Y o 2@z A=V
T
: :My 3) BeStlmme dle KOOI‘dinaten derjewei'
Ny N unter dem Funktionsgraphen:

S a) Der Sinusfunktion iiber dem In-
tervall: [0;m]

T T e b) Der Exponentialfunktion zur Ba-
W sis 2 iiber dem Intervall: [ 0 ; 2 ].

Der Einfachheit halber sei nicht mehr zwischen Fliache und Flacheninhalt unterschieden.
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Wenn es eine 2. Guldinsche Regel gibt, so ver-
mutlich auch eine erste. y TA

1. Guldinsche Regel:

“Die Rotationsflache A einer um eine Rota-

tionsachse rotierende Linie, die in einer Ebene T <
mit der Rotationsachse liegt, ist gleich dem 1
Produkt der Lénge 1 der Linie und der Lénge

des Weges, den ihr “Schwerpunkt” S( x; | y,) A B
bei der Rotation zuriicklegt (Kreisumfang).” T

Die Linie 1 verlaufe vom Punkt A zum Punkt B
und wir wollen uns vorstellen, dass sie durch n
Sehnenstiicke Al approximiert sei. 1+

Entsprechend der vorherigen Uberlegungen 1
I, +1,

gilt:  z- Z Al = Z Al 12
i=1 i=1

Nun gilt auBBerdem (fiir den Mantel eines Kegelstumpfes): Af, = m- (r1 +r2) *Al., also:

A = Z Af, = Z e (r+n,) Al = 20w Z (rlgrz) ‘Al = 2-mz - ]
i=1 i=1 i=1

wobei wir am Schlufl gedanklich von einer immer feineren Unterteilung ausgegangen sind.

4) Untersuche iiber den Fall der Rotation eines geeigneten Einheitshalbkreises, ob die “Schwerpunkte”
nach der 1. und der 2. Guldinschen Regel identisch sind.

5) Auf dem nachfolgenden Blatt sind 4 Sicheln als Schnitt zweier Kreisbogen dargestellt. Bestimme die
jeweilige Lage des Schwerpunktes der Sichelfliche.?

Entscheide, ob es moglich ist, dass der Schwerpunkt auf dem Rand der Sichelfldche liegt.

Zusammenarbeit, evtl. in 4 Arbeitsgruppen, ist erwiinscht. - Nach meiner Erinnerung eine Aufgabe von G. Steinberg,
gelesen in “Der Mathematikunterricht”.
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