Kurven 2. Ordnung und Bilinearformen
Durch Basistranformationen im zugehérigen Vektorraum wird Vieles leichter

Im Vektorraum V := R® betrachten wir das Standardskalarprodukt: Xy = x,'y, + X,'y, , das bekannt-

lich als eine Abbildung: VxV - R aufgefasst werden kann. - Wir wollen nun das Skalarprodukt durch eine
lineare Abbildung “storen”, d.h. wir wollen zunédchst einen der beiden Vektoren mit einer Matrix A
abbilden, und dann erst das Skalarprodukt bilden.

Das konnte so: Xe(Aoy) oderso (AoX)ey aussehen. Eine solche Abbildung, die zwei Vekto-
ren ein in dieser Form “gestortes™ Skalarprodukt zuordnet, nennt man Bilinearform.
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Bestitigen Sie: Xe

=axp;y, tbhxpy, fexy v dixyy,

X| ey =ax;y +bx,y +cxy,+dx,y,

Damit das Ergebnis in beiden Féllen dasselbe ist sind fiir uns nur diejenigen Matrizen von Interesse, fiir die
b = cist, d.h. durch Vertauschung von Zeilen und Spalten éndert sich nichts (A = AT - transponierte Matrix)
bzw. durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen bleibt A unverdndert (Symmetrie).
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Beispiel: A= —
( -48 61

Ein Skalarprodukt ist positiv definit, also: /\ XeX > 0; XeX =0 = X = 0, und diese Eigenschaft
Xev

wollen wir auch fur eine Bilinearform fordern.

MEIRHEN
A0

Fragt man sich nun, welche Punktmenge geometrisch durch alle Vektoren beschrieben wird, fiir die das

Skalarprodukt mit sich selbst konstant ist, z.B.: XX = 1, so wird durch diese vektorielle Gleichung
bekanntlich ein Ursprungskreis mit dem Radius 1 beschrieben. - Und was beschreibt:

=ax?+2bxy+dy?
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In unserem Beispiel heil3t das: Q-xz - %'X'y + ﬂ'}’2 =1

25 25 25

oder: 89-x? - 96-x'y + 61y -25 =0

Das ist die Mittelpunktsgleichung einer Kurve 2. Ordnung in der affinen Ebene!



Kurven 2. Ordnung und Bilinearformen
Durch Basistranformationen im zugehérigen Vektorraum wird Vieles leichter

Im Sinne der affinen Geometrie konnte man nun als T
Transformation eine geeignete Drehung suchen,
damit in der Gleichung:

89:-x2 - 96-x'y + 61-y? - 25 =0

kein gemischtes Glied mehr auftritt. Betrachtet man
jedoch die Problemstellung aus der Sicht des zu-
gehorigen Vektorraumes, so kdnnte man auch eine
neue Basis (statt der kanonischen Basis) suchen, so
dass die Koordinatenachsen auf den Hauptachsen
der Ellipse liegen. Dieses Vorgehen heifit:
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Hauptachsentransformation.

Fiir unsere neuen Basisvektoren muss gelten: Die Richtungen, die geometrisch durch sie beschrieben
werden, sollen durch die Matrix A nicht verdandert werden, d.h. es sind Vektoren v € V gesucht fiir die gilt:

AoV =AV = (A-AE)ov =5 :heR.

Fiir die Losungen der obigen Vektorgleichung gilt: A heiflt Eigenwert, v Eigenvektor zur Matrix A.

v ist demnach ein Element des Kerns der linearen Abbildung: (A - A-E), und das Problem ist nur dann
sinnvoll losbar, wenn der Rang der Matrix (A - A-E) kleiner ist als die Dimension von V.

Aufgabe:
. , 1 89 -48
Zeigen Sie: A= —
25 \ -48 61
besitzt die Eigenwerte:' A =5 und A, =1,

Selbstverstindlich ist jedes Vielfache k-V eines Eigenvektors auch Eigenvektor (k # 0), denn es werden ja
nur abbildungstreue Richtungen beschrieben, und mdchte man nun einen neue normierte Basis haben, so
wird man fiir V statt der kanonischen Basis die Basis:

o )

Beachten Sie: Weil der Rang der Matrix (A - A-E) kleiner als die Dimension von V ist, ist der Wert der zugehorigen
Determinante 0.



Kurven 2. Ordnung und Bilinearformen
Durch Basistranformationen im zugehérigen Vektorraum wird Vieles leichter

Wir definieren als Transformationsmatrix eine Matrix, deren Spalten aus den Eigenvektoren von A besteht,

3 -4 -4 3
also entweder: T := oder T := .
4 3 3 4

Aufgabe: Bestimmen Sie in beiden Fillen die inverse Matrix T (was fillt auf ?) und bestitigen Sie fiir
die (basis-) transformierte Matrix A" ;= ToAcT:
50
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A* = ( ] oder A* =
Geben Sie die zugehorigen Gleichungen der Kurve 2. Ordnung an!
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Hausaufgabe:

Mit der Matrix A ;= ——
5200 \ -54 244

affinen Ebene beschrieben.

1 289 -54 ‘ ‘ ‘ ‘
werde iiber die Gleichung Xe¢(Acx) = 1 eine Kurve in der

—  Fertigen Sie eine graphische Darstellung der Kurve an (der Einsatz eines geeigneten Plot-Programms
ist zuldssig).

— Fihren Sie eine Hauptachsentransformation fiir diese Bilinearform durch, d.h. bestimmen Sie die
zugehorigen Eigenwerte und Eigenvektoren.

—  Bestimmen Sie die auf die Hauptachsen transformierten Matrizen A" (2 Moglichkeiten) und geben Sie
die zugehorigen Gleichungen der Kurven 2. Ordnung an.

Quelle: Benno Artmann: Lineare Algebra; Birkhduser Skripten



