Kurven 2. Ordnung in der affinen Ebene
Durch Transformationen wird Vieles leichter

Durch die Gleichung: x* + y? - 25 = 0 wird in der affinen Ebene bekanntlich ein Ursprungskreis mit dem
Radius r = 5 beschrieben.

Doch was ist die geometrische Interpretation einer Gleichung in 2 Variablen, die auf3er rein quadratischen
Summanden noch Summanden eines gemischten Produktes und lineare Terme aufweist, wobei die einzelnen
Summanden auch mit reellen Zahlen multipliziert sein kénnen, d.h. die allgemeine Form lautet:

A-x? + B-xy + Cy2 +D:x + Ery + F=0 AB,C,D EFeR

Beispiel: 4-x% - 2-xy + 3-y?2 - 48:x - 24y + 216 = 0

Der Einsatz eines geeigneten Graphikprogramms? ergibt einen ersten Eindruck. Der Graph sieht aus wie eine
Ellipse, jedoch nicht in Mittelpunktslage und im Koordinatensystem gedreht.
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Durch Veranderung der Koeffizienten wollen wir zunéchst die Auswirkungen der einzelnen Summanden auf

Hier wurde das Programm “Winfunktion” verwendet.
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das graphische Ergebnis untersuchen. Aus Untersuchungen in friheren Klassenstufen ist uns bekannt, dass
die linearen Terme sich auf die Verschiebung des Mittelpunktes auswirken, wahrend die unterschiedlichen
Koeffizienten vor den quadratischen Termen evtl. etwas mit dem Ubergang: Kreis - Ellipse (- Hyperbel;
Vorzeichenwechsel) zu tun haben. - Aber was sind insbesondere die Auswirkungen des Summanden mit
dem gemischten Produkt?!
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Aufgabe:

Bei den vorherigen Graphen von Kurven wurde der
Term des Ausgangsbeispiels gezielt verandert.

Die zugehorigen Gleichungen sind nachfolgend auf-
gefiihrt.

Ordnen Sie begriindet die Terme den Graphen zu!

4:x% - 2:xy + 3-y? - 48'x - 24y + 216 = O
a) 4-x? + 0-x'y + 3-y%2 - 48:x - 24y - 216 = 0
b) 4-x? + 0-x'y + 4y?> - 48-x - 24y - 216 = 0
c) 4-x? - 2:x'y - 3:y%2 - 48:x - 24y + 216 = 0
d 4-x2 - 2:x'y - 3-y%2 - 48:x - 24y - 216 = 0
e) 4-x? - 2:xy + 3-y? - 48:x - 24y - 216 = 0
f) 0-x> - 0-xy + 3-y? - 48:x - 24y + 216 = 0
g) 4-x%2 - 0-x'y + 0-y?2 - 48:x - 24y + 216 = 0
h)y 4-x? - 2:x'y - 4y2 - 48-x - 24y - 216 = 0
i) 4-x%2 - 2:xy - 3y%2+ 0x + 0y - 216 =0




Kurven 2. Ordnung in der affinen Ebene
Durch Transformationen wird Vieles leichter

Was uns bekannt ist: Ellipsen in Mittelpunktslage, wobei zusatzlich die Hauptachsen auf den Koordinaten-
achsen liegen, werden beschrieben durch Gleichungen der Form:

Fur a = b ergibt sich ein Kreis, ersetzt man das “+” durch ein “-*, so wird eine Hyperbel beschrieben, und
die Scheitelpunktsgleichung einer Parabel lautet: y>=2-p - x.

Im folgenden wollen wir exemplarisch versuchen, die Gleichung des Ausgangsbeispiels in eine Gleichung
der obigen Form zu transformieren.

4:x2 - 2:xy + 3-y? - 48-x - 24y + 216 = 0

Da die linearen Terme nach unseren friheren Untersuchungen offensichtlich verantwortlich flr eine
Mittelpunktsverschiebung sind, soll eine Koordinatentransformation durchgefuihrt werden, die diese Terme
eliminiert.

1. Transformation (Verschiebung):

X'=X-UAY =y-V exXx=X"+tU/ANy=Yy +V
4-(x'+u)? - 2-(x/+u)-(y'+v) + 3-(y’+Vv)® - 48-(x'+u) - 24-(y’+v) + 216 = 0

Aufgabe: Zeigen Sie, dass sich als Ergebnis der 1. Transformation folgende Gleichung ergibt:

Vergleichen Sie diesen Graphen mit dem Graphen auf der ersten Seite. - Entspricht das Ergebnis Ihren
Erwartungen? - Wie grol? sind die Halbachsen ungeféahr?
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2. Transformation (Drehunq):

x"" = x’-cos(p) + y’-sin(e)
Ay’ = -x'-sin(@) + y’-cos(e)

Zeigen Sie, dass dieses Gleichungssystem aquivalent ist zu:

x" = x"-cos(p) - y"-sin(p)
Ay’ = x"sin(g) + y”-cos(e)

Unter Verzicht auf die Kennzeichnung neuer Koordinaten durch die Hochstriche: */,” ergibt sich:

4-(X'COS(<p)—y-sin(cp))2—2-(x-005(cp)—y-sin(cp))-(x-sin(cp)+y'COS(<P))+3-(x-sin(<P)+V'C°5(‘P))z_% -0

Aufgabe: Zeigen Sie, dass sich als Ergebnis der 2. Transformation ergibt:  tan(2-¢) = -2 oder

tan(¢) = % + %\/3 , woraus folgt: ¢, ~ 58,283° und @, =~ -31,717°,

Eine Ellipsengleichung lautet nun: n
24-X2 + 46y2 - 5—14 -0

und durch Umformung ergibt sich:

2 2
X y 1

+
2 2
210 2520
11 253

Die MaRe der Halbachsen der Ellipse sind damit
ungeféhr: a=437;b=316.

Aufgaben:  Fihren Sie Transformationen der Gleichungen der anderen dargestellten Kurven durch, dass
Mittelpunktsgleichungen (von Ellipsen, Hyperbeln, Kreisen) bzw. Scheitelpunktsgleichungen
(Parabeln) entstehen.

Untersuchen Sie Sonderfalle fir die Koeffizienten A, B, C, D, E, F € R in der allgemeinen
Form einer Kurve 2. Ordnung, so dass keine der oben benannten Kurven entsteht.




