Lange eines Kurvenstiicks
oder, ... ein weiteres Mal lineare Approximation

Gesucht ist die Liange eines Graphenstiicks zwi-
schen den Punkten P und Q.

Wir wollen zunichst annehmen, dass das Kur-
venstiick der Ausschnitt eines Funktionsgraphen
einer Funktion f iiber einem Intervall [ a ; b ] ist,
womit wir uns, in bewidhrter Form, eine ausge-
zeichnete Folge von Zerlegungen dieses Intervalls
vorstellen konnen (x, :=a; x, :=b).

Das Kurvenstiick iiber dem kleinen Teilintervall:
[ X;; X;;, ] denken wir uns linear durch eine Sehne
1, approximiert.

Offensichtlich gilt:

1) Begriinde die folgenden Beziehungen bzw Umformungsschritte.
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2) Nebenstehend skizziert ist die Funktion cosh iiber dem Inter-

vall [ -2 ; 2 ] und bekanntlich gilt: cosh(x) := % \

X X

Berechne die Linge des Funktionsgraphen liber dem angegebe- \\ ) /
nen Intervall.
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3) a) Bestitige durch schrittweise Herleitung als Grenzwert einer geeigneten Riemannsummation, dass
durch das bestimmte Integral:

b
f 2-n-f(x) - {1+ (F/(x))? - dx
die Grofie der Mantelfldche beschrieben wird, die bei Rotation eines Kurvenstiicks um die x-Achse

entsteht.

b) Berechne die Grofle der Mantelflidche, die bei Rotation des Graphen von cosh um die x-Achse iiber
dem Intervall [ -2 ; 2 ] entsteht.

Nebenstehend ist der Graph einer Kardioide skizziert, die ’
u.a. durch folgende Parametergleichungen definiert wer- S
den kann:'

cos(2-@) - 2-cos(o)
sin(2:¢@) - 2-sin(¢)

x(0)
A y(9)

mitee[0;2m]

4) a) Bestitige bei mindestens drei Graphenpunkten
durch exemplarische TR-Rechnung die Zugeho-
rigkeit des Graphen zum obigen Gleichungs-
system.

b) Beweise unter Verwendung der Anfangsskizze,
dass eine Kurvenlidnge 1, wenn die Kurve durch
Parametergleichungen beschrieben wird, durch
folgende Gleichung definiert werden kann:

2n
L= [ @)+ [y(0) - do
0
c) Bestitige durch Integration, dass die Maf3zahl der Lange der obigen Kardioide 16 betrégt.

d) (Hausaufgabe) Erstelle eine Skizze (eventuell durch s
Einsatz eines geeigneten Funktionsplotters) des Gra- x(@) = 3-cos(9) + cos(3-¢)
phen, der durch nebenstehende Parametergleichun- A y(9) = 3-sin(9) - sin(3-9)
gen beschricben wird (Astroide). - Berechne dip oo
Léange der Kurve mit @ € [ 0 ; 2-1 ]. Wenn es dir
durch geschlossene Integration nicht mdglich ist, wird ein Ndherungswert liber das Simpson-

Verfahren erwartet (¢ € [ 0; g } geniigt dann; Einteilung dieses Intervalls in 6 Teilintervalle!)

Erinnere dich, oder sich eventuell in deinen alten Unterlagen aus dem Profilkurs der 11. Klasse nach, wie wir die Kardioide
in der Einheit: ‘Inversion am Kreis’ erzeugt haben (moglicherweise um 2 Einheiten nach links verschoben). Die damals
entwickelte Gleichung war in Polarkoordinaten gegeben. - Die Kardioide ist z.B. inverses Bild einer Parabel in Scheitel-
punktsform, eine Pascalsche Schnecke oder eine Rollkurve (Zykloide).
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Losung von Aufgabe 4d):

Y(-3-sin(g) - 3-sin(3-9))* + (3-cos(p) - 3-cos(3-9))* - do
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V(sin(g) + sin(3-9)) + (cos(¢) - cos(3:9))” - do

V2 + 2-sin(¢)-sin(3-¢@) - 2-cos(¢)-cos(3-¢) - do

V2 - 2-cos(4-¢) - do
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V1 - cos(4-9) - do

V1 - (cos?(2-9) - sin*(2-9)) - do

V2 - sin®(2:¢) - do
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Die Mal3zahl der Bogenlidnge der Astroide betrigt 24. ‘ ‘ b

( Das Bestimmte Integral ist offensichtlich wiederum geschlossen,
ohne numerische Approximation, 19sbar. )




