Normalverteilung
Approximation der Binomialverteilung

Fiir groBes n ist der rechnerische Aufwand zur Bestimmung von (Bernoulli-) Wahrscheinlichkeiten,
dass eine binomialverteilte Zufallsfunktion die Funktionswerte aus dem Intervall [ k; ; k, ] annimmt,
kaum zu bewiltigen. Es liegt der Gedanke nahe, deshalb Binomialverteilungen durch eine (stetige)
Funktion zu approximieren, womit gleichzeitig das Problem eines kontinuierlichen (statt diskreten)
Wabhrscheinlichkeitsmales gelost wére.

Vom Saulendiagramm ausgehend ist die Hohe einer Sédule, bzw der Flacheninhalt bei Sdulenbreite 1,
signifikant fiir eine konkrete Wahrscheinlichkeit. Im kontinuierlichen Fall einer stetigen Funktion kann
man natiirlich nicht Funktionswerte addieren sondern wird den Flacheninhalt unter dem Graphen
eindeutig bestimmen kdénnen.

Verschiedene Binomialverteilungen sehen im Histogramm unterschiedlich aus. Die Symmetrie kann
man bei ,,unsymmetrischer* Trefferwahrscheinlichkeit p und Nietenwahrscheinlichkeit q durch grof3es
n ,,erzwingen ( Laplace-Bedingung: 6> > 9 ), der Erwartungswert p wandert jedoch fiir wachsendes n
,hach rechts®, die Gesamtverteilung wird graphisch breiter und flacher.

Will man also alle Binomialverteilungen, die die Laplace-Bedingung erfiillen, durch eine Funktion ¢
approximieren, so sind die Verteilungen zunéchst einmal auf ein einheitliches graphisches ,,Aussehen‘
zu transformieren!

1. Verschiebung des Erwartungswertes: k - k-p
womit fiir alle Verteilungen gilt: p = 0.

2. Normierung (Stauchung) der Breite: k-p - k-p
c
womit alle Verteilungen eine Einheitsbreite besitzen.
3. Normierung (Streckung) der Hohe: B(n;p;k) -~ o B(n;p;:k)

damit der Verlust an Flacheninhalt (von 2.) ausgegli-
chen wird und ein ,,einheitlicher* Graph entsteht.

6 - B(n;p;k) =: <p( K - ”)

o)

(Kontinuierliche) Wahrscheinlichkeitsmalle lassen sich also nun iiber Fldcheninhalte unter einem
geeigneten Funktionsgraphen bestimmen:

Damit:
< B(n;p;k) =

Q=

cm
P(X<c) = L (t—“) dt = (x) dx =: q)(“‘) - @(L)
(X<e) = - fwcp fw ¢ (x) - =
Beachte: Substitution x = £ = dx =1 - dt
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Welches ist nun eine geeignete Funktion ¢ ?

2

Auf C.F. GauB3 geht zurtick: @e(x) =b-e ¥ .

Doch wie sind die Parameter a und b zu wéhlen? - Nach der 2. Transformation ist das 1-c - Intervall
gerade [ -1 ; 1 ] und der Graph der normierten Verteilung sieht so aus, als wire an diesen Stellen (im
Sinne der Analysis) eine Wendepunktstelle.

Bestitige, dass damit: a = % ist !

Der Parameter b ist nun so zu wihlen, dass der gesamte Fldcheninhalt unter dem Graphen 1 ist, d.h.:

Nun kommen {ible ,, Tricks* (Oberfldchenintegral), die man erst richtig auf der Universitét lernt.

o oo 7_1,X2 71,},2
12=ffe2-ezdxdy
= } } e_%.(XAYZ) dx dy

o 1o
Damit ist b= = f L e 2 dx=1
1
Die Funktion ¢ mit @(x) := \/1_ e 2 heillt GauBBsche Dichtefunktion, die zugehorige (un-
2w

eigentliche) Integralfunktion ® (mit unterer Grenze ,,- «*) heifit Gauflsche Summenfunktion.
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A

y

Gaulflsche Dichte- und Summenfunktion

Aufgaben:

(1) Begriinde, dass gilt: P(X € ] p-n6 ; p+n-c [) = f o(x)-dx

(2) Bestimmt werden soll ein MaB fiir die Sicherheit, mit der sich ein Ergebnis einer binomialverteilten
Zufallsfunktion im 1-6 -, 2-6 - oder 3-c - Intervall befindet. Dies soll durch numerische Integration
mit Hilfe des Simpson-Verfahrens geschehen. Aus dem Graphen der Dichtefunktion ¢ ist zu
schlieen, dass die Approximation durch 3 Parabeln (Keplersche Faliregel; d.h. Einteilung des
Intervalls in 6 Teilintervalle) schon sehr gut sein miisste. - Ergdnze die Tabelle durch die fehlenden

Werte.
n P(X€e]p-o;pte[)= P(Xelp26;pt26[)= | P(X€]p-36;pt30[) =
2 0,69323686 1,13583405 1,60463283
4 0,68305811 0,94721077 0,92144452
6
8 0,68271098 0,95440214 0,99695884
16 0,68269082 0,95449473 0,99728308
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Nun zur praktischen Anwendung der Normalverteilung. Wir erinnern uns an die wesentlichen Bezie-

hungen:

; y =0 B(n;p;k) [und | P(k;< X < k)) = f(p(t)-dt

Xy

X

wobei ¢ die GauBsche Dichtefunktion ist. Nun taucht jedoch bei der Approximation einer diskreten
Binomialverteilung durch eine stetige Funktion noch ein kleines Problem auf.

Die Stellen x, und x, sind die jeweiligen Mitten der Histogramm- gﬂé

sdulen, mit der Breite 1 , fiir die Trefferwahrscheinlichkeiten k,
(e

und k,.

Wir miissen also einen Randausgleich durchfiihren, d.h. x, nach
links und x, nach rechts verschieben, und zwar um %'i. Damit
ergibt sich: ?
a7
k, =05 -np ]
X, :=
fnpq
- k, +05 -np
X2 = X X2

vn:p-q

Je groBer n ist, umso weniger spielt der Summand 0,5 im Zahler eine Rolle. Faustregel: Ab n= 1000 ist
der Randausgleich von 0,5 im Zahler zu vernachléssigen.

Wir erinnern uns weiterhin, flir praktische Berechnungen, an die Definition der Gauf3schen Summen-

funktion ®:

X

D(x) := f o(t)-dt

— 0

und eine sehr niitzliche Folgerung aus
symmetrie von @ zum Punkt ( 0 | % ):

der Achsensymmetrie von @ zur y-Achse bzw. der Punkt-

O(-x)

-X

[ ot)-dt

— o0

X

1 -®(x) =1 - f o(t)-dt

— o0
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Nun 2 Aufgaben:

1) Ein Héndler bietet Gurkensamen an, die erfahrungsgemaf zu 95 % keimfahig sind. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, dass von 500 ausgesiten Kornern

a)
b)

c)

Losung:'

a)

b)

c)

hochstens 470
mindestens 470 und hochstens 485
mindestens 480 keimen?

no= 500-% =475 ; o = 1/475-%00 = /23,75
P(X <470)= ®| 2707475 | © p(-1,03) = 0,1515
/23,75
P(X < 470)= @ 2705037475 | g 0,92 ~ 0,1788
/3,75

P(470 < X < 485) =~ ® (2,05) - @ (-1,03 ) = 0,8283

P(X>480)=1-P(X <479)=1-®(0,82) = 0,2061

2) Die Lebensdauer X (in km) eines Automotors einer bestimmten Marke sei angendhert normal-
verteilt mit dem Erwartungswert p = 105000 und der Standardabweichung 6 = 10000.>

a)
b)

Losung:

b)

Bei wie viel Prozent der Motoren tibersteigt die Lebensdauer 120000 km?

Bei wie viel Prozent der Motoren weicht die Lebensdauer um mehr als 12000 km vom
Erwartungswert ab?

120000 - 105000
10000

P(X>120000)=1 - cp( ) ~ 1 - ®(1,5) = 0,0668

P(|X - 105000 > 12000) = 2 - | 1 - ®| 220901 1. 92302
10000

Beachte: Bei Aufgabenteil a) einmal ohne, einmal mit Randausgleich. Die Faustregel ist nicht erfiillt!

Dies ist eine reine Aufgabe zur Normalverteilung und hat mit der Approximation der Binomialverteilung nichts mehr
zu tun.

Quelle: Lambacher-Schweizer: Stochastik Leistungskurs, Klett Verlag



