Numerische Integration
von der Keplerschen Faliregel zum Simpson-Verfahren

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x - sin(x).

T

Bestimmt werden soll der Wert des Bestimmten Integrals: f x-sin(x)-dx

0
Aufgaben: ;
50 S
1) Zeigen Sie mit partieller Integration, dass gilt: FOo = smbo
- » pOx) = -0,63662 = X7+ 2x
f x-sin(x):dx = 7
0 2.2
2) Bestitigen Sie, dass die numerische Approxi- 1.8
mation liber die Keplersche FaBregel folgen- o N
den Ndherungswert ergibt: 14
T 2 . . . . . . . . . . . .
fx-sin(x)-dlez3,2899_ T A NS
’ 3
0.6
3) Bestimmen Sie den Funktionsterm des qua-
dratischen Kepler-Polynoms und bestdtigen 0.2 :
Sie durch exemplarische Einsetzungen, dass R T T S §
die nebenstehende Graphik korrekt ist.

4) Bestimmen Sie die Grofle des prozentualen Fehlers, den der Ndherungswert gegeniiber dem exakten
Wert besitzt.

Wie aus der Graphik leicht ersichtlich wird, ist die Approximation durch eine Parabel in diesem speziellen
Falle schlecht (Begriindung?).

Teilt man jedoch das Intervall [ 0 ; & ] in die zwei i

Teilintervalle[O;g] und [g;n] und ap- S .P‘
proximiert liber beiden Teilintervallen durch je- A

weils eine Parabel, so ergibt sich graphisch der .,

nebenstehende Sachverhalt.

Bestitigen Sie: Die Keplersche Faliregel, zweimal -

angewandt iiber die Approximationsparabeln p, L

und p,, ergibt ungefahr: 3,14875510!

Die 5 Stiitzstellen (-punkte) sind ungefahr: .

P,(0]0) S S b
P,(0,78539816|0,55536037) .

P4(1,57079633|1,57079633) "
P,(2,35619449|1,66608110) Pz ve fro b e 2z me o oao

P4(3,14159265|0)

pi(x) = 0,372923x> + 0,414214x py(x) = -1,427709-x2 + 5,727922+x - 3,903871



Numerische Integration
von der Keplerschen Faliregel zum Simpson-Verfahren

Nun zur Verallgemeinerung:

Der englische Mathematiker Thomas Simpson (1710 - 1761) ist auf die nun sicher naheliegende Idee
gekommen, zur Approximation von Bestimmten Integralen die Keplersche FaBiregel mehrfach anzuwenden.

1-mal Keplersche FaBregel:
b

[ f0x) dx = %-[f(a) ‘4 f(a;b

)+f(b)}: -%-[f(a)+4-f(a;b)+f(b)]

1
3

2-mal Keplersche Faliregel:
b

ff(x)dle-b‘a- f(a) + 4 f(a+ba)+f(a+2ba)]
/ 3 4
+ 1. b-a f(a+2ba)+4 f(a+3ba)+f(b)]
3 4
_Loba Ty v g f(a+ba) L2 f(a+2~ba) ey f(a+3-ba) R f(b)]
3 4 i 4 4 4

3-mal Keplersche FaBregel:
b

[ fx) dx ~ L. P78 Tea) + 4 f(a+ a)+f(a+2“)]
A 3 6
»1.b-a f(a+2 bal)+4 f(a+3 ba)+f(a+4-ba)]
3 6 6 6
»L.b-a f(a+4 ba)Jr4-f(a+5-b‘"i)Jrf(b)]
3 6 6 6
- Lobra Fe) +4-f(a+ba)+2 f(a+2 b"‘)
3 6 6
+ 4 f(a+3 b'a) +2 - f(a+4-b'a)
6 6
. 4 f(a+5 b:) + £(b) ]
Aufgaben:
b
1) Geben Sie eine allgemeine Naherungsformel fiir f f(x)-dx durch 4-malige Anwendung der Kepler-
schen FafBregel an. a
2) Bestimmen Sie nun im konkreten Fall einen Niherungswert fiir: f x-sin(x)-dx durch 4-malige
Anwendung der Keplerschen FaBregel. 0

Vergleichen Sie die Giite des Ndherungswertes mit den zuvor bestimmten Werten.




Numerische Integration
von der Keplerschen Faliregel zum Simpson-Verfahren

Die Simpson - Formel:

n-mal Keplersche FaBregel:
b

[ 00 dx = L.obma Teay v 4 f(a+1-ba) . f(a+2-b H
a 3 2n | 2'n 2'n
p L. bra -f(a+2-b ) +4 - f(a+3-ba) + f(a+4-ba)]
3 2n L 2'n 2:n 2:n
1 b-a | b-a b-a
s L. b2 f(a+(2-n—2)- ) e f(a+(2-n—1)- ) + (b) ]
3 ‘n L 2'n 2-n
- 1. bra, [ f(a) + 4 - f(a+1-ba) L2 f(a+2-ﬁ)
3 2n 2'n 2:n
e f(a+3-"*a) L2 f(a+4-b*a)
2:n 2:n
4 f(a+(2-n—1)-b2ja) + £(b) ]

Begriinden Sie folgende Aussagen:

a) Fir die Anwendung der Simpson-Formel ist es notwendig, das betrachtete Intervall in eine gerade
Anzahl von Teilintervallen aufzuteilen.

b) AuBer den Randfunktionswerten findet stets ein Wechsel von: “4-facher Funktionswert - 2-facher
Funktionswert” statt.




