Zur Approximation von Funktionen durch ganzrationale Funktionen
Taylorreihenentwicklung

Betrachtet wird das Intervall [ a ; b ] mit dem Ziel, Informationen iiber den Funktionswert einer Funktion f an der Stelle b zu erhalten, wenn man den
b

b
Funktionsverlauf der Funktion f an der Stelle a ,,vollstandig* kennt. - Offensichtlich gilt: f(b) - f(a) = f f/(x) dx < f(b) = f(a) + f f/(x) dx,

d.h. nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung unterscheiden sich die Funktionswerte um einen ,,mittleren Anstieg f'(c)*, multipliziert mit der Intervallbreite

(b -a). Versucht man nun das Integral etwas genauer zu analysieren, so bietet sich der Trick der partiellen Integration mit der multiplikativen 1 an.
b
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f(b) = f(a) + f 1+ f/(x) dx = f(a) + | (x-b) - f/(x) |° - f (x-b) - £/(x) dx
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= f(a) - (a-b) - f'(a) - [ 2+(x=b)? - £7(x) “(x-b)? - £”(x) dx

1
2

N\O‘

b
= [ e (x-b) - £@(x) dx

a

= f(a) + (b-a) - f'(a) + %’(a—b)2 - f(a) + [ %’(X—bf - £7(x)

b
= f(a) + (b-a) - f(a) + %-(b—a)z - f(a) - %-(a—b)3 - f7(a) - f %-(x—bf - £f@(x) dx

= f(a) + (b-a) - f/(a) + %-(b—a)z - f(a) + %-(b—a)3 @) - + (n_ll)!~(x—t>)n-1 - £™(x) dx

Wenn man wegen ,,Lustlosigkeit” nun aufhort, sollte man das letzte Integral abschétzen! - Es sei: 0 < U < 1 und n ungerade.
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Der rechte Ausdruck heiflt Restglied von Lagrange und benennt den maximalen Fehler, den man durch den vorzeitigen Abbruch begeht. In der mittleren
Umformung geht ein Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir Produktfunktionen ein (Existenzsatz! - Es gibt ein 0, ...), den wir uns auf der Schule nur plausibel
machen. - Versuche bei der folgenden Approximation der Sinusfunktion, die GroB3e des Restgliedes jeweils abzuschéitzen.



Zur Approximation der Sinusfunktion durch ganzrationale Funktionen

d)

Beschrifte im linken Diagramm die ‘Aste’ der einzelnen Funktionsgraphen mit den zugehdrigen Funktionstermen!

Gib die Funktionsgleichung der im rechten Diagramm gekennzeichneten Funktion f an!
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m . Gib eine entsprechende Definition fiir cos(x) an! cos(x) :=

Esgilt: sin(x) := lim | }_ (-D**! -
R

Bestimme (unter Voraussetzung der Existenz der Grenzwerte): cos(x) + i - sin(x) =




