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Einstieg: iiber a) Populationsprobleme, z.B. Population eines Hiihnerstalls: Belegung
zum Zeitpunkt t = 0: 2000; in der ersten Woche gehen 15 Hiihner ein;
wann wird die Wirtschaftlichkeitsgrenze von 1600 erreicht? - Kanin-
chenvermehrung (Bakterien).

b) Abnahme der Temperatur einer Bierflasche im Kiihlschrank - Zerfalls-
prozesse.

Forderungen: N(t) sei eine Menge von Individuen (a)
( 0(t) sei die Temperatur der Flasche (b))

Ihre Anzahl nimmt:
(1) In gleichen Zeitabstinden ([ 0;t]; [ h; h+t])
(2) um den gleichen Prozentsatz zu oder ab !

Voraussetzungen, Idealisierungen diskutieren

Mathematisierung: N(t) _ N(h+t) « N(t) _ N(h+t) N(0)
N(0) N(h) N(0) N(h) N(0)

selbstverstandlich: N(0) # 0

— N N _N(h+) « ( E(x) i N(x))
N(0) N(0) N(0) '

Funktionalgleichung: E(t) - E(h) = E(h+t)

Entwicklung der (1) A\ E(t) # 0 , ansonsten Nullfunktion!
Funktionalgleichung: R
Annahme: \/ E(t,) =0 =
Dp v=0Q e
AV t=r+t = A E(t) = E(r) - E(t) = 0
Die Beschrinkung der De- teRreR teR

finitionsmenge auf @ ist )
zundchst nicht motivierbar @

(erst bei (6) zu sehen), des- 1
wegen evtl. ohne Problema- () E(0) = E(-t+t) = E(-t) - E(t) = 1 = E(-t) = E(t)
tisierung: R.

E(t) = E(0+t) = E(0) - E(t) = E(0) = 1

Cpltat) - (Ble)P - .
4) E(t) = E(3 2) (E(z)) >0 é}a E(t) € R
(5) E(21) = (E()) = E(n-t) = (E(t))" (Induktion!)
(6)Seit:%>0 ; n,me N’

E(n-t) = (E())" = E(m-1) = (E(1))"

=]

= E(1) = (E(1))" =a' . a:= E(1)

Zusammen mit (3): te Q
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Funktionsgleichung: N(t) t PG
N(0) N({t)=N(0)-a"

Hier sollte zundichst, ohne weitere Mathematisierung, die Diskussion einiger Beispiele folgen;
dabei wird E(1) = a durch die verschiedenen Probleme mehrfach berechnet: a < 1; a > 1;
a = 1. (Selbstverstindlich: a > 0!!)

Zur Erkldrung von Dy ; = R benotigt man die Monotonie; das Folgende kann spdter (Vorteil:
mit der Differenzierbarkeit [ exp,” (x) > 0 (exp,’ (x) < 0) ; exp, stetig, weil differenzierbar |
sehr viel leichter!) , im Grundkurs evtl. iiberhaupt nicht erfolgen.

Monotonie vonexp,: exp,: @ - R
x =y |y=exp(x)=a"

ist fiir a > 1 streng monoton wachsend (ist fiir a < 1 streng monoton fallend).

Seix,, X, €Q mit x,<x, und a>1 = a2 " > 12" wegen
Beh.: A at>1
teQ”

H a>1
Bew.: Schrittweise {iber :
' (1) teN

(2) t=1 , qeN

q
3) t=2¢Q"
q

Die Notwendigkeit des Beweises dieser elementaren Eigenschaft wird von Schiilern schwerlich
eingesehen. Sie wissen diese Eigenschaft aus der Mittelstufe (10.Klasse), wo sie auch nicht
bewiesen wird.

X
2
X37Xp _ a > 1 PR ax2 > ax1

X
a 1

( Entsprechend flira<1!)

- a

Erkldrung von N(t) Seit € R\ Q, dann ist t eine Intervallschachtelung: I, =[u, ; 0, ],

firtc R\ Q:

L=[w;0,], ... ,I,=[u,;0,], mit:

M A w <o, A tel

neN nelN
(2) /\ un+1 2 un > /\ 0n+1 < On
neN neN

(3) lim (o, ,-u ) =0

n-o
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Willkiirliche Auswahl
einer Basis:

Sei a > 1; dann ist die Intervallschachtelung (fiir a < 1 entsprechend):
I := [aul;aol], I, = [auz;a%L ..... , 17 = [au“;ao“] gleich a'.
Wegen der strengen Monotonie gilt:

M A a™<a®™ ; A atel’

neN nelN

(2) /\ aun+1 > aun ’ /\ a 0n+1 < a 0n
neN nelN

(3) lim (a™-a™) = lim [ au“-(ao“_u“—l) ]
n-o n-oco

= lima™-: (ao—l)

n-o

Il
(=)

Hier wird natiirlich etwas “gepfuscht”, weil man die Stetigkeit von exp, benutzt, iiber die noch
nichts gesagt wurde. Deshalb ist es sicher sauberer und eleganter, zundichst die Differenzier-
barkeit zu behandeln, hat dann aber exp, fiir irrationale Zahlen nicht erkldrt.

a) Jeder Funktionswert einer Exponentialfunktion 146t sich beziiglich einer
ausgezeichneten (willkiirlich!) Basis darstellen!

Wihle Basis z € R\ {1}

= :(zy)t = a=2z" = y =log/(a)

log (a) - t
:>at_Zgz()

Beispiel: g = 23 = 10 80?3

b) Man wihlt die Basis der Exponentialfunktion als ausgezeichnete Basis,
die an der Stelle 0 nicht nur den Funktionswert 1, sondern auch noch
die Steigung 1 hat. Diese Basis, deren Existenz durch graphische An-
schauung zunéchst gesichert erscheint, heil3t e.

Vorteil:
exp.(x,+h) - exp.(x,)
expé(xo) = lim e 0 e 0
h-0 h
Xoth %, 0+h _ L0
= lim —e = exo - lim u = exo
h-0 h h-0 h

D.h..: Die Exponentialfunktion, die an der Stelle 0 die Steigung 1 hat,
gibt durch ihre Funktionswerte zugleich ihr jeweiliges lokales Wachs-
tum an (Hinweis: Differentialgleichung: y’ =y )
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Bestimmung von e:

Ist die Steigung an der Stelle 0 gleich 1, so ist fiir diese Exponentialfunktion

die Gerade g mit g(x) = x+1 Tangente. Alle Exponentialfunktionen haben
mit dieser Geraden den Punkt (0 | 1) gemeinsam. Die Gerade ist Sekante

durch:

Existenz von e:

1)

2)

(1]2): a'=2 fiir die Basis a=2

1
(l 2 ): a? =2 fiir die Basis a = (3)2
22 2 2
(ii): at =2 fir die Basis a =(3)4
4! 4 4

1
1 ‘ n+1 . a; n+1
n n ) n

= e:- lim (1) - lim (1+i)“

fiir die Basis a = (“+1 )n

n- oo

(oo = {4} (),

bilden die linken und rechten Grenzen einer Intervallschachtelung.
Benotigt wird die Bernoullische Ungleichung:
(1+x)">1+nx, fir ne N\ {I};x>-1;x#0.

Trivialerweise gilt fiir alle neN" : a, <b

n

a,>a,,:
a (1+l)n 1+l g 1
n — n — n . (1 +_)
1 \n-1 1 -1
a (HH) 1oL n
pet ) B
— n R n2-1\" a
o n-1 n n-1
n-1
n
:(1_L).L>(1_l) LI |
n? n-1 n n-1
bn<bn—1

Seite: 4
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4) Grenzwert der Intervalllange:
0 < lim (b,-a,) = 1im(1+l)“- Leb -limi=b-0=0

n-o n-oo n- o

Ableitung von exp,: exp,(x,+h) - exp,(x,)

/
exp,(x,) = h1 : 5
' Xo+h B aXO N eloge(a)~h B eIoge(a)'O
=llm — =a" - lim
h-0 h h-0 h
=a'0- log.(a) - 1 ( Kettenregel )
oder:

exp,(x,) = exp,(log,(a) x,) = log (a) - exp,(log,(a) x,) = log,(a) * exp,(x,)
Schreibweise: log, =In

Das obige bedeutet: Die Exponentialfunktionen haben an der Stelle 0 die
Steigung, die der natiirliche Logarithmus der Basis angibt.

= exp, ist Losung der Differentialgleichung y > =k -y mit k =In(a); a ="

Das lokale Wachstum ist proportional zum Funktionswert!

Zusammenhang Funk- a) Esseif: R - R differenzierbar mit: f( x, +x, ) =1(x,) - f(x;)
tionalgleichung - Dif-

ferentialgleichung:
f(x,+h) - f _
= i o) 7 ) f(x,) - lim 2O = FO) iy y - gk,
h-0 h h-0 h
= A fl(x,) = f10) - f(x,) = ' =k-f
xoeJR

b) Esgelte: f' =k - f undessei X, tx, =a. [X,=a-X,;X,=a-X, ]

Betrachte die “Hilfsfunktion H,” mit
H,(x)) = f(x) - f(x,) = f(x,) - fla - x,)

= Ha/(Xl)

f/(xl) - fla-x;) - f/(a—xl) - f(x,)

k - f(x)) - f(x,) - k- f(x,) - f(x;) =0
= H,(x,) = konstant = H_(0) = £(0) - f(a)

= f(x,) - f(x,) = f(0) - f(a) = £(0) - f(x,+x,)

Also ist die Bedingung fiir die Funktionalgleichung aus der Differenti-
algleichung erfiillt:| f(0) = 1 | (f(0)=0=1=0)
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Umkehrfunktionen: exp, ist fir a> 0 (a # 1) streng monoton. Damit existieren Umkehrfunktio-
nen.
exp, : R = R~ log : R" = R
x > aX x = log, (x)
Es gilt y=ep(x) = x=log(y)

x = log,(exp,(x)) ; x = exp,(log,(x))

x € R x € R”

Eigenschaften:

y, = exp,(X;) ; y, = exp,(Xx,)
Y1 © Y, = eXp (X, * X,)

loga(YI ’ YZ) =X X, = loga(yl) + loga(YQ)

l

l

n

y" = exp,(n-x)
= log,(y") =n - log,(y)

Y1 _ _ — expa(xl)
. exp, ( X, X, ) —expa(xz)
= 10%@1(2) = x;-X, = log,(y,) - log,(y,)

Y2

Ableitung von log,: 1) a = e ; Nach Kettenregel gilt:

(£7of(x)) = £"(y) - f/(x) = 1

- f_I/(Y) B /1 T —11
f'(x) (7 (y))
= 1n/(y):+:i_l
expe(x)  ¢© y
2) log(y) = —— = —L = 1

exp;(x) In(a)-a* In(a)-y

Day € R gilt auch: In’(y) = < € R*. Damit ist die Funktion In streng mo-
y
noton wachsend und stetig. - log, ist fiir a < 1 streng monoton fallend, weil
In(a) <0 ist.
Wegen:In'(-y) = L (-1 gehort auch “In(-x)” zur Menge der Stamm-
-y

funktionen zu “2” , deshalb gilt: f Ll.dx = In(|x]) + C
X X
2 -2 2
Beachte: f Lodx ; f L.dx existieren, aber f L.dx existiert nicht !
X X X
1 4 -1



