Karl Marx
Mathematische Man;zskripte

I
UBER DEN BEGRIFF DER ABGELEITETEN FUNKTION
I

[ Wichst die unabhingige Variable z zu 2z, so die abhingige

Variable y zu y,.
Hier sub I) der ganz einfache Fall betrachtet, wo z nur in der ersten

Potenz erscheint.
1} y=ax; wenn z zu z, wichst,

Yi=azy und y;—y=a{x—z).

Fénde jetzt die Differentialoperation statt, d. h. liessen wir z, bis
‘auf x abnehmen, so

Ly ==y xi"'__‘r"_"‘oy
also
a(z;—z)=a-0=0.

Ferner, da y bless zu y, ward, weil z zu =z,, wiirde nun ebenfalls

h=y, yi—y=0.
Also

- Yr1—y=a(z—zx)

verwandelt in 0=0.

Erst die Differentiation setzen und sie dann wieder aufheben
fihrt also wortlich zu Nickés, Die ganze Schwierigkeit im Verstindnis
der Differentialoperation (wie in dem der Negation der Negation
itberhaupt) liegt eben darin, zu sehn, wie sie sich von solch einfacher

1L Prozedur unterscheidet und deshalb zu wirklichen Resultaten fiihrt.
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Dividieren wir a (z;, — z) und entsprechend auch die linke Seite
der Gleichung, durch den Faktor z; — z, so erhalten

Y1 =¥ _ .
Ty —x

Da y die abhdngige Variable, kann es iiberhaupt keine unabhiingige
Bewegung vollziehen [hier, weil y = az], y, kann daher nicht — Y
werden, also auch nicht y, — y = 0, ohne dass vorher zy = z geworden,

Andrerseits haben wir gesehn, dass a2, nicht = z werden konnte in
der Funktion a (z; — z), ohne letztre zu 0 zu machen. Der Faktor
z; — z war daher notwendig eine endliche Differenz zur Zeit, wo
beide Seiten der Gleichung durch ihn dividiert worden. Im Moment
der Herstellung des Verhéltnisses

Yy
Ty—z

ist xy—z daher stets eine endliche Differenz; folglich ist

¥y=—¥y

Ty =T

ein Verhédltnis endlicher Differenzen, und demgemiiss

Yi—y __ Ay
zy—2z Az
Also: _
— A
N8 oder 2K g,
Ep -t Ax

wo die Konstante a als Grenzwert des Verhiltnisses der endlichen
Differenzen der beiden Variablen figuriert, :

Da a konstant, kann keine Verdnderung mit ibm vorgehn, also
auch nicht mit der auf es reduzierten reckien Seite der Gleichung.
Unter solchen Umstinden verlduft sich der Differentialprozess auf der
linken Seite .

-———-i :_z oder K@y&-.
und dies ist eine Eigentiimlichkeit solch einfacher Funktionen wie az.

Nimmt im Nenner des Verhiltnisses a; ab, so nihert es sich x;
die Grenze seiner Abnahme ist erreicht, sobald es zu x wird. Hiermit
ist die Differenz 2y — xy = 2 — z = 0 gesetzt und daker auch Yy —y==
= y -— y == (. Wir erhalten so

O
-(T_a.

3L

—
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Da im Ausdruck —g— Jede Spur seines Ursprungs und seiner Bedeu-
tung erlischt, ersetzen wir ihn durch % » wo die endlichen Differenzen
zy—z oder Ax und y;—y oder Ay als aufgehobne oder verschuwunde-

re Differenzen symbolisiert erscheinen oder -g—#z— verwandelt in %.

Also

dy
gz =

Der von einigen rationalisierenden Mathematikern festgehaltne
Trost, quantitativ seien dy und 4z in der Tat nur unendlich klein,

fihr Verh&ltnis] nur apnihernd -g—, ist Chimere, wie es sich sub i3]

noch handgreiflicher zeigen wird.
Noch zu erwihnende Eigentiimlichkeit des betrachteten Falls ist,

d e
dass %-ma und ebenso E‘i‘zav der Grenzwert [des Verhiltnisses]

der endlichen Differenzen daher zugleich auch der Grenzwert [des
Verhiltnisses] der Differentialen, ist.
2) Ein zweites Beispiel desselben Falls ist

y==z

Y=z, V1T¥=E—x
¥i—y Ay i1 o a4y _
=7 oder =1 5 oder —==1.

i1

Da y = f (z), die Funktion %, aber in ihrem entwickelten algebrai-
schen Ausdruck® sich auf der rechten Seite der Gleichung befindet,
nennen wir diesen Ausdruck die Originalfunktion von x, seine erste
durch Differentiation erhaltene Modifikation die vorldufig «Abgeleiteten
Funktion z und seine schliesslich durch den Di fferentialprozess erhaltne
Gestalt die «Abgeleitetes Funktion von x.

1) y=ax® b2t ex— o,

Wichst = zu z,, so

¥r=az;+ bz} cz,—e,
yi*yza(x:‘“xs)‘f‘b(x:—-xz)—}—c(1:,--a:)=

=@ (31=2) (2] + 2.2+ 2% + b (2, — 2) (24 + ) + ¢ (2, — 7).
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Daher _
%}-}%— oder %:a {2} + 2z 4 2%) +- b (z, + 2) +¢.

Die vorliufig «Abgeleiteter
a(zf+zx+a*) + bz +z)+c

ist hier der Grenzwert des Verhdltnisses der endlichen Differenzen, d. k.,
wie klein auch immer diese Differenzen genommen werden mdgen,

der Wert von ﬁ% ist gegeben in jener «Abgeleitetens. Aber er fillt

hier nicht wie sub I) zusammen mit dem Grenzwert des Verhiltnisses
4 L der Differentialen *.
r~ Wenn in der Funktion

a (2} + 2,2+ 2%) + b (2, + 2) +¢

die Variable z, abnimmt, bis sie die Grenze ihrer Abnahme erreicht
hat, d. h. gleich x geworden ist, verwandelt sich z? in z?, x,z in z?,
und z; + r in 2r und wir erbalten die «dbgeleiteter Funktion =z

dax? 4 2bx +¢.

Hier zeigt sich schlagend:

Erstens: um die ¢Abgeleitete» zu erhalten, muss z, = z gesetzt
werden, also im sirikien mathematischen Sinn z, — z = 0, ohne jede
Flause von bloss unendlicher Anniherung.

Zweitens: dadurch, dass z, = z gesetzt wird, also z, — x = o,
tritt durchaus nichts Symbolisches in die «Abgeleitete» ein **. Die
urspriinglich durch Variation von z eingefiihrte Grésse z; verschwindet
nicht, sie wird nur reduziert auf ibren minimalen Grenzwert = z
und bleibt ein in die Originalfunktion z neu eingefithrtes Ele-
ment, welches durch seine Kombinationen teils mit sich selbst,

* Im Entwurf dieser Arbeit (4146, Pl. 4) folgt:

«Andrerseits geht der Differentialprozess jetzt vor In der vorliufig «Abgeleite-
ten» Funktion = (rechte Seite), withrend derselbe Prozess auf [der] linken Seite jene
Bewegung notwendig begleitets.-— Red.

** Im Entwurf lautet der folgende Satz:

«b) Die Findung «der Abgeleitetens aus der Originalfunktion = verlief 80,
deas wir erst eine endliche Differentiation [das Setzen der endlichen Differeng]
vornshmen; diese liefert eine vorldufig «tAbgeleitetes, welche der Grenzwert von %%
ist. Der Differentialprozess, zu dem wir dann schreiten, reduziers diesen Grenzwert
auf seine Minimalgrdsse, Die in der ersten Differentiation eingefiihrte Grosse EX

verschwindet nicht...».— Red. '
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teils mit dem x der Originalfunktion die schliessliche «Abgeleiteter
liefert, d. k. die auf ihre Minimalgrésse reduzierte vorliufige «Abge-

leiteten.

Die Reduktion von z; auf z innerhalb der ersten (vorliufigen)
«Abgeleitetens Funktion verwandelt auf der linken Seite -%%- in ~g—-
oder -;x”—, also:

1] d
5 oder -&% = dax®+ 2bxr + ¢,

so dass die Abgeleitete als Grenzwert des Verhiltnisses der Differentia-
5(_ len erscheint. o
r Das transzendentale oder symbolische Ungliick ereignet sich
nur auf der linken Seite, hat aber seine Schrecken bereits verloren,
da es nun nur als Ausdruck eines Prozesses erscheint, der seinen
wirklichen Gehalt bereits auf der rechten Seite der Gleichung be-
6 L wilhrt hat.
In der «Abgeleitetens

Jaxt L 2bx ¢

existiert die Variable x unter ganz anderen Bedingungen als in der
Originalfunktion z (nimlich als in a2® + bz® + cx — ¢). Sie [diese
Abgeleitete] kann also ihrerseits selbst wieder als eine Originalfunk-
tion auftreten und Mutter einer andern «Abgeleiteten» durch erneuten
Differentinlprozess werden. Dies kann sich so oft wiederholen als
die Variable z nicht definitiv aus einer der «Abgeleiteten» entfernt
ist, also endlos fortdauern bei Funktionen von z, die nur in endlosen
Reihen darstellbar sind, was allzumeist der Fall.

T Die Symbole % . 3—1%
leiteten» mit Bezug auf die erstgegebne Originalfunktion z an. Sie
werden nur mysteriss, sobald man sie als Ausgangspunkt der Bewegung
behandelt, statt als blosse Ausdriicke sukzessiv abgeleiteter Funktionen z.
Dann erscheint es allerdings wunderbar, dass ein Verhiltnis Ver-
schwundner von neuem potenzierte Grade der Verschwindung durch-
laufen soll, wihrend nichts Wunderbares darin ist, dass z. B. 3z2
den Differentialprozess durchlaufen kann, so gut wie seine Stammutter
Z°. Man hiitte ja auch von 3z® als Originalfunktion von z ausgehn

7 | kénnen.

ay

Aber notabene. Ausgangsstitte des Differentialprozesses ist o

faktisch nur in Gleichungen wie sub 1), wo z nur in der ersten Potenz

etc. zeigen nur das Stammregister der «Abge- _
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vorkommt. Dann jedoch, wie sub I) gezeigt, das Resultat:

Ay _ dy
Az =

In der Tat ist hier also durch den Differentialprozess, den AL

Azx
durchlaufen, keir neuer Grenzwert gefunden worden, was nur méglich,

solange die vorléufig «Abgeleitetes die Variable z einschliesst, solange
also j—i Symbol eines realen Prozesses bleibt®.
Es hindert dies natiirlich in keiner Art, dass im Differentialcal-

. dy a1
culus die Symbole 3%’ ﬁ etc, und deren Kombination auch die

rechte Seite der Gleichung bilden., Dann weiss man aber auch,
dass solche rein symbolische Gleichungen nur die Operationen anzei-

gen, die nackher auf wirkliche Funktionen von Variablen anzuwen-
den sind. :

2y y=uaz™.
Wird x zu z,, so y,=az® und
p—y=a(zl —z™)=
=a(zy—z) (@7 420 2z 4 27" 3281 ete. bis zum Glied 27~ ™2™ 1),
Also

Y1y Ay m—1 w2 m—3 -
}F;oder S =a(@ T a2l w42y R B Tl oy

Wenden wir nun den Differentialprozess auf diese «worldufig Abge-
leitete» an, so dass

z; =z oder ry — 2 =10

wird, so verwandelt sich
-1 3 —1 e
P in x™m—1;

% in ™2z = g 2tlmpm—1,
x;n— 3% in  pm3p2— pm—3+2 4 pm—1

und endlich

x;n—mxm—i in M1 pm—1 =._.54)--1-11»1-—1 = gm—1,

* Im Entwurf (P1.7) lautet dieser Satz:

«Dieg kann nur dort resultieren, wo die vorliufig tAbgeleiteter Funktion die
Variable x einschliesst, daher auch durch deren Bewegung ein wirklicher' Neu-

‘wert gebildet werden kann, dsher ;—E Symbol eines realen Prozesses ist».— Red.

r
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Wir erhalten also m.mal die Funktion z™1, und die eAbgeleitete»
ist daher maz™!. o
Durch die Gleichsetzung von z,==z innerhalb der «vorléufig Abge-

. . A . ] dy
leiteten»* wird auf der linken Seite —K%» verwandelt in v oder i
daher
dy — i
?z--—ma:c

Stmtliche Operationen des Differentialcalculs kénnten in dieser
Woeise behandelt werden, was aber eine verdammt nutzlose Weitldufig-
keit wire. Doch folgt hier noch ein Beispiel, weil in den bisherigen
die Differenz x4 — = nur einmal in der Funktion z vorkam und daher
durch die Bildung von

Yl Ay
T —2 oder i

aus der rechten Seite verschwand. Dies picht der Fall im folgenden:
3) y=a%;
wird = zu x4, S0

Yy = a*L.

Daher

Y1 —y = a¥i—g* =a* (a*17*—1).
{Aber] _

at—%m= {1 4 (a— DY,
und

— —z—1
(1 4 (@ YA = 1 o (21— 2) (@ — 1) + EZDEE=D (@ — 1) ete.
Daher
— —z—1

yimym o @t — )= = {(s— ) (0 — 1) + BRI @ — 1+

4@z (11—;;;:) @ =22 (g 1) etc.} .

B
e
| —p—A) (B —Z =2y
—o {e— )+ AT e tp T 1P ote. } -

"+ p. h. auf der rechten Seite.-— Red.
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Wird nun =z, also z,— 2z =0, so erhalten wir fiir die «Abge-
leiteten:

a"{(a—i)——%—»(a—-i)’—i——;—(am1)3~etc.}.

Also:

dies 4 aber = dem Napierschen Logarithmus der Wurzel a, also:

d, . e . da* .
d—i— , oder wenn wir fiir y seinen Wert setzen: %a log a.a*,

gL und
da*=loga.-a* dx.

Nachtriglich

Es wurden

1) Fille betrachtet, wo der Faktor (z,—z) nur einmal in [dem
Ausdruck], der ([zur] worliufig Abgeleitetens [fiihrt], i. e. fin] der
endlichen Differenzgleichung enthalten ist, daher [wird] durch
Division beider Seiten mit z, —zx gebildet

m oder i‘..‘!..
Ty e X Ax
[kein Betreten der Differenz z; — z enthalt], derselbe Faktor also aus
der Funktion z eliminiert wird.
2) (Im Beispiel: d(e*)) Fille, wo Faktoren (x;—z) in der Funktion

z bleiben nach Bildung von 2L.

r~ 3) Es ist noch zu betrachten der Fall wo Faktor xy — x richt direkt
aus der ersten Differenzgleichung ([die zu] {der «vorliufig Abgeleiteten»)
[fiihrt]) zu evolvieren ist.

If == Va$+x2'
y£= Vag+xxv

vi—y=Va+z—Val a2t

wir dividieren die Funktion von z, also auch die linke Seite, durch

91
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xy—zx. Dann

_ 2 - a2+I2
U=V (oder %{W)=Va4mxl v _

Ty— X I —
Um die Wurzelgrosse aus Zihler zu entfernen, Zahler und Nenner
multipliziert mit V'a®+z:+ V a®+ 2% und erhalten:

Ay a?+ 2} — (a2 z9) _ xl—x? .
Bz T men (Vara+ Vaire)  (g—a) (Vata+Vata)

Aber

x§—z? {xy—2) (z -2}

Gi—n(Vaitoit Vaitah) (m—a(Vartai+ Varred)

Also:
Ay _ Zobz .
Ar Vai-p zf4 VaZ x2

Wird &, nun =z, oder x;—2x=0, so

dy
dz T 2V at+=® Va2 i 22
Also p
e Iar
dy oder dV a®Fat= === -



